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L Odsung

1. Semantik rekursiver Funktionsdeklar ationen

Man beachte das g(x,y) 1 x ist, da0° nicht definiert ist. g(x,y) ist dso eine Fortsetzung der Funktion f(X,y)=
xauf N* °~ N".

Berechnung einiger Folgeglieder von (exp,) und Uberfiihrung in eine geschlossene Form, um eine Annahme
fur eine geschlossene Form zu erhdten.

(Hier wurden einige Zwischenschritte wegge assen, die jedoch anzugeben wéren, wenn in einer
Aufgabengelung die Angabe des L 6sungswegs gefordert ist.)

Berechnung von exp,: exp,(x,y) =" , furadlexy T N (nach Definition) Berechnung von exp;:

infdlsx=~ Uy=»
i

exp,(xy) =i Lfdlsxt ~ Uy=0

T x*A fdlsxt ~ Uy>0

i~ fdlsx=~ Uy=~ Uy>0
exp,(Xy) = i

-

1,fdlsxt ~ Uy=0

i~ fdlsx=~ Uy=~ Uy3 1
i

-

gixy), fdlsxt ~ Uy <1 (firy<l, dsoy=0istgxy)=1)Uy=0

Berechnung von exp;:

infdlsx=~ Uy=»

i 1,fdlsxt~ Uy=0

i x*1fdlsxt» Uy-1>0Uy-1=0
Tx*A fdlsxt~ Uy-1=0

exp,(X.y) =

i~ fdlsx=~ Uy=~ Uy>1
={1fdlsxt *» Uy=0
T xfdlsxt~ Uy=1



i A fdlsx=~ Uy=~ Uy3 2
i

T g(xy), fdlsxt ~» Uy<2

Hieraus ergibt sich die folgende Annahme fir exp,, fir i N und fir x,y T N*
i~ fdlsx=~ Uy=~ Uy3n
exp,(xy) = i *)
T g(xy), fdlsx® A~ Uy<n

Induktionsanfang: n =0
Firxy T N* gt
expo(X, y) = {Def.} *

i~ fdlsx=~Uy=~ Uy3 0
=1 ={y30} "
T x,fdlsxt » Uy<0

Induktionsannahme: Fiir beliebiges, aber festesnl N und x, y1 N* gdte (*).

| nduktionsschluf3:
Zu zeigen: Fir n aus der Induktionsannahmeund x, y1 N” gjlt:

iAfdlsx=~Uy=2~Uy3 n+1
a(pn+:|_(X’ y): I,
T x,fdlsxt » Uy<n+1

exp,.. (X, y) = {Def. vonexp,...;} t[exp,](x, y)

i fdlsx=~ Uy=~
={Def.vont} i L fdlsx® ~ Uy=0

T x*exp,(x,y-1),fdlsxt * Uy>0

i~ fdlsx=n Uy=~
i 1,fdlsxt~ Uy=0

i x*A fdlsx? A~ Uy>0U(x=" Uy-1=~ Uy-13 n)cy
T x*g(x,y-1),fdlsxt » Uy>0Uxt A Uy-1<nc?

={1.V}

{* ist strikt; Vereinfachung der Bedingungen}

i~ fdlsx="~ Uy=»

i 1fdlsxt~ Uy=0

i~ fdlsxt A~ Uy3 n+1

T gxvy),fdlsxt » Uy>0Uy<n+1



{Zusammenfassen des 1. und 3. Falls und des 2. und 4. Falls}
i~ fdlsx=~Uy=~Uy3n+1
=i

T g y), fdlsxt » Uy<n+1¢3

® Behauptung

1 Zusammenfassen der Bedingungen:
xt A Uy>0U(x=" Uy-1=~ Uy-1=n)gdw.
x1 A U[(y>0Ux=")U(y>0Uy-1=~)U(y>0Uy-13 n)] gdw.
Xt~ U[(y>0Ux=")UfdseUy? n+l] gdw.
(x1 A Uy>0Ux=")U(xt " Uy3 n+l) gdw.
fdseU (xt ~ Uy3 n+1) gdw.
x1 A Uys3 n+l 2 Wegeny > 0ist x*g(x, y-1)

1 1,fdlsy=0

=X" =X* xrl=xy
T xr1songt

(3 Zusammenfassen des 2. und 4. Falls.

Fury =0is g(x,y) = 1 (2. Fal), aso kdnnen die beiden Félle zusammengefald werden.
Die gemeinsame Bedingung fir x und y ergibt sch wiefolgt:

(x* "~ Uy=0)U(x* " Uy>0Uy<n+1)gdw.

x! A U[(y=0Uxt")U(y=0Uy>0)U(y=0Uy<n+1)] gdw.
XA U[(y=0Uxt *)UtrueUy<n+ 1] gdw.

x1 A U(y=0Uxt)Uy<n+1gdw.

[(xt~ Uy=0)Uxt ~JUy<n+1gdw.

(xt~Uy=0)U(Xx* " Uy<n+1)gdw.

x1 A U(=0Uy<n+1)gdw.

XA Uy<n+1)

Eine geschlossene Form fur exp(x,y) = exp,(x,y) ergibt sch, wenn man die Einschrankung fur den
Wertebereichvony (y < n+1) aufhebt. Dann erhdt man:
iALfdlsx="~ Uy=»
expix.y) = i )
TgXx,y),fdlsxt ~ Uyt A

L 6sung
2. Beweis mittels Parameterinduktion

Wir verwenden das Prinzip der Parameterinduktion fir den Parameter y, um zunéchst
(+) p - exp(m, n) = exp_embed(m, n, p) fir dlem, n, pT N

ZU zeigen.

Induktionsanfang: n = 0:

p-exp(m 0)=p-1=pfirdlem pl N.



exp_embed(m, O, p) = p furdlem, pT N.

In beiden Funktionsdeklarationen tritt jewells der Fal y = 0 bel der Falunterscheidung ein. Soist 1 bzw
p das Ergebnis.

® Die Behauptung ist korrekt fir n = 0.

Induktionshypothese: (+) gelte fir ein beliebiges, aber festesnT Nunddlem, pT N

Induktionsschlul fir n + 1:

Wegen n > Oftritt der dse-Fall ein. Soigmitx =mundy=n+ 1:
p-exp(m,n+1)=p-(m-exp(m,n)=(p-m)-exp(m,n)

=v) exp_embed(m, n, p - m) firdlem, p1 N (*)

Aulerdem it

exp_embed(m, n+1, p) =¢=Fal exp_embed(m, n, p - m) fir dlem, pT N (**)
Aus (*) und (**) folgt sofort (+). Mit p = 1 folgt aus (+) die Behauptung.

L 6sung
3. Terminierungsbeweise fur rekursive Funktionsdeklarationen

Zunéchg mu ene Funktionh: N“~ N ® N mit der folgenden Eigenschaft gefunden werden:
h(x,y) ist obere Schranke fur die Anzahl der rekursiven Aufrufe von f(x,y). (1)
h(x,y) is monoton falend tber den Argumenten der rekursven Aufrufe von f, d.h. in diesem Fdl:

h(x, y) > hx, (x +y) = 2) und (22)
h(x, y) > h(1+ (x+y) = 2, y). (2b)

furdle(x,y) T N2

Sind diese Bedingungen erfilllt, so 14 sich die Terminierung von f fir (x, y) T N2 mit vollsténdiger Induktion
leicht zagen.

Annahme fur die Abstiegsfunktion h:

Fir x 3 y terminiert f offengchtlich sofort. Die Rekurdondiefeist O.

Andernfdls terminiert f nur dann, wenn der Abstand zwischen beiden Argumenten (also ihre Differenz)
immer kleiner wird, damit der Basdfdl x =y oder x 3 y erreicht wird.

Daher bietet sch folgende Definition fur die Funktion h an, fir die die Eigenschaften (1), (2a) und (2b) noch
nachgewiesen werden miissen:

h:N” N® N durch

1y-xfdlsx<y

hix,y) = i
10 fdlsx3y

furdle(x,y)T N2

Bemerkung: Eine geaignete Abgtiegsfunktion h findet sich

lediglich durch Probieren oder Intuition. Fir die hier gewéhlte Abstiegsfuntion ist noch nicht klar, dassse
wirklich die Eigenschaften (1), (28) und (2b) erfiillt. Man kann eslediglich vermuten und mul3 diesim
Folgenden noch nachweisen.



Diese Eigenschaften sollen nun mit vollstandiger Induktion bewiesen werden:

1. Induktionsanfang:

zuzagen: h(x,y) =0 b f(x, y) terminiert ohne enen rekursven Schritt (dso auch
fx,y)* )

Firdle(x,y) T N2 gilt

I‘(X, y) =(Q b {Def.vonh} x = y p {De.vonf} f(X, y) =11 f(X, y) =X

Fur h(x, y) = O terminiert f dso sofort ohne einen rekursiven Schritt.
Esgltdsoed recht: f(x,y) *

2. Induktionsannahme
Fir ein beliebiges, aber festesk T N und (x, y) T N2 gdite:
h(x,y) £ k P (X, y) terminiert in htchgtens h(x, y) Schritten, aso natlrlich auch f(x, y) * .

3. Induktionsschluf:

Zu zeigen: unter Voraussetzung der Induktionsannahme gilt nun

h(x,y) £ k+1 b f(x, y) terminiert in hochstens h(x, y) Schritten, also natiirlich auch f(x, y) * ~, fiir (x, y) 1
N2

Um den Induktionsschiuf3 aso auf die Induktionsannahme zurtickfiihren zu kdnnen, muss gezeigt werden,

dass nach Ausfiihrung eines rekursven Schrittsh(u ,v) £ kist, wobel u und v die Argumente fir x und

y sind, dief beim rekursiven Aufruf Ubergeben werden. Es miissen aso die Eigenschaften (28) und (2b)

gezeigt werden.

Damit folgt dann sofort die Terminierung von f nach héchgtens k+1 Schritten, dso: f(x, y) * ~ furdle (X, y)
I N2

Beweis von (2a):

Wir betrachten lediglich den Fdl x <y, dader andere Fal schon im Induktionsanfang behandelt wurde. Fr
x,y) T N2gilt:

hix, y) ={x <y} y-x=(2*Y)/2 - x>{x<y} (x +Y)/2-X3(x +y) + 2-x=h(X, (X +y) = 2)

Beweis von (2b):

Wir betrachten lediglich den Fal x <y, dader andere Fall schon im Induktionsanfang behandelt wurde. Fr
x,y)T N2gilt:

hix,y) S{x <y} y-x=y-(2*X)/2>{x<y} y- (y + x)[23y - (x +y) +23y - (1+(x +y) +2) = h(1+(x +
y) ¥2,Y)

® Behauptung

Bemerkung:

Im Allgemeinen gentigt es fur Terminierungsbeweise zum einen die Monotonie der Abstiegsfunktion h tber
der Folge der Argumente von f bel den rekursiven Aufrufen zu zeigen (hier: Eigenschaften (28) und (2b) ),
und zum anderen nachzuwe sen, dassin einem Fall die Rekursondiefe von f mgoridert (hier:
Induktionsanfang). Daraus folgt dann sofort, dass h die Rekrusongtiefe von f generdl mgorisert (hier:
Eigenschaft (1)) und dassf terminiert.

Das hier gewahite etwas umsténdlichere Bewel sverfahren verdeutlicht, warum der Bewels dieser drel

Eigenschaften geniigt.

L 6sung



4, Gultigkeit und L ebensdauer (1)

nat{x)=2:

3
fct teilen = (int(x) nat)y ) y =
ify then O else 1 + teilen!

/@J

b)
lLebensdaver  |(Gitigkeit
X Iy X* |y* X |yx*|y*
[ nat x =2;
naty=3;
[ fct teilen=(int x, nat y : y > 0) int:

lif x <ythen 0 else 1+ teilen(x - y, y) fi |

]
|tei|en(x, y) J

L 6sung
5. Java: Schiffe ver senken

Teilaufgabe 1.
Fur das Spidfeld soll das zweidimensionale 8x8-Feld brett mit Integerwerten verwendet werden. Im

Pseudocode wird sein Inhalt mit brett [Spalte] [Zeile] angesprochen.
AlsKodierung fur die Zustdnde wird

Schiff =1
Treffer = 2 (Bezeichnung fir den Zustand "schon versenkt”) und
Wasser = 3

gewahit.

Pseudocode:

Setze dle Felder zu Wasser;

Setze Schiffe auf gegebene Positionen;

Merke Anzahl der gesstzten Schiffgeile

Solange Anzahl der noch nicht getroffenen Schiffgele> 0

Lies Spdtenindex ds Buchstabe en;



Wandle Spdtenindex in Zahl "spdte' um;
Lies Zdlenindex ds Zahl "zel€e" @n;
Fdls brett[spate] [zeile] = Schiff dann

Ausgabe: "Wassr!"
Sonst

Falls brett [spalte] [zele] = Treffer
Ausggabe: "Hier wurde schon einmd getroffen.”
Sonst { Esigt brett [spdte] [zeile] = Schiff}
Auggabe: "Treffer!"
brett[spalte] [zelle] = Treffer
Reduziere die Anzahl der noch nicht getroffenen Schiffstelleum 1

Ausgabe: "Alles versenkt.”

Tellaufgabe 2:
import infol.*;
public class Schiffe {

I/l Zustaende eines Feldes
datic find int SCHIFF = 1;
gatic find int TREFFER = 2;
gatic find int WASSER = 3;

/I Symbolische Konstanten fuer Spaltenkoordinaten
daticfind int A =0;
gatic find int B=1;
gaticfind intC=2;
daticfind int D = 3;
datic find int E=4;
daicfind int F=5;
datic find int G=6;
gatic find int H =7,

public static void main(String[] args) {

I Spidlbrett anlegen
int[][] brett = new int[8][8];

/I Spielbrett enthaelt zunaechst keine Schiffe
for(int spdte = A; spalte <= H; spdtet++)
for(int zelle = O; zelle <=7, zellet++)
brett[spalte][zelle] = WASSER,;

/I Schiffe setzen

brett[F][0] = SCHIFF;
brett[B][1] = SCHIFF;
brett[C][1] = SCHIFF;
brett[D][1] = SCHIFF;



}

brett[E][1] = SCHIFF;
brett[C][2] = SCHIFF;
brett[F][2] = SCHIFF;
brett[A][3] = SCHIFF;
brett[F][3] = SCHIFF;
brett[F][4] = SCHIFF;
brett[B][5] = SCHIFF;
brett[C][5] = SCHIFF;
brett[D][5] = SCHIFF;
brett[B][6] = SCHIFF;
brett[C][6] = SCHIFF;

/I Zaehler fUr noch nicht versenkte Schifftele
int zaehler = 15;

char ¢; // Spdtenindex as Buchstabe
int spdte; // Spdtenindex ds Zahl
int zelle // Zelenindex

/I Solange noch nicht dle Schiffe versenkt sind
while (zaehler > 0) {

/I Spalte ds Buchstaben einlesen
System.out.print("Buchstabe (af): ");

¢ = Console.in.readWord().charAt( 0 );

/I Spdtenindex in Zahl umwandeln
spalte=c-'a;

Il Zeile ds Ziffer einlesen; Array geht von 0..7
System.out.print("Ziffer (1-8): );

zeile = Console.in.readint() - 1;

/I Schuss auswerten
if(brett[spalte][zeile] == WASSER )
System.out.printin(*Wasser!");
ese
if (brett[spalte][zeile]==TREFFER)
System.out.printin("Hier wurde schon eéinmal getroffen.”);
else{ //brett[spalte][zeile] ==Schiff
System.out.printin(" Treffer! ");
zaehler--;
Il Treffer vermerken
brett[spalte][zelle] = TREFFER,;
}
} /I Schieife zu Ende
System.out.printin("Alle Schiffe versenkt. *);

}




