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1. Funktional und induktive Deutung der Fakultatsfunktion

Tellaufgabe 1.
t:(NN® N')® (N'® N')
il fdlsx=I
t[i](x)=1 1,fdlsx=0
T x* | (x-1),fdlsx>0

Tellaufgabe 2:

fac,:

1. Schritt: Anwendung der Definition

fac,(x) =1

fac,:

1. Schritt: Esigt fac,(x) = t[fag,] (X) nach Definition
il fdlsx=I

t[fac,] (x) =i 1,fdlsx=0
T x* fag,(x-1), fdlsx >0

2. Schritt: Einsetzen von fac,(X) = | nach Definition

il falsx=1
=i 1,fdlsx=0
T x*1|, fdlsx>0

3. Schritt: * i grikt

i1, fdlsx=1I
=i 1 fdlsx=0
71, fdlsx>0

4. Schritt: Zusammenfassung des 1. und 3. Fals



il fdlsx=1Ux>0

Ve

T 1, fdlsx=0

fac,:

1. Shritt: Esigt fac,(x) = t[fac,] (x) nach Definition
i, fdlsx=I

t[ffac] (x) =i 1,fdlsx=0
T x* fac,(x-1), fdlsx >0

2. Schritt: Einsetzen von fac, (x-1) mit den dazugehtrigen Bedingungen

i1, fdlsx=I

i 1,fdlsx=0

i x*|fdlsx>0U (x-1=1Ux-1>0)
T x*1fdlsx>0Ux-1=0

3. Schritt: * it strikt

il fdlsx=I

_ i L fdlsx=0

C i L fdlsx>0U (x-1=1Ux-1>0)
T xfdlsx>0Ux-1=0

4. <chritt: Vereinfachung der Bedingungen

V1 fdlsx = | Die dritte Bedingung ergibt sich durch Anwendung des )

) Didributivgesetzes. Der erste Sch ergebende Tellterm x>0 U x-1=I
_ I Ldisx=0 fiihrt offensichtlich auf einen Widerspruch (hier mit false

1 | fallsfalse U\X >1 gekennzeichnet), damit x>0 gilt: x =1,2,3,..., dsox-1=0,1,2,3,...

P fallsx>0Ux=1"11410123..1 Nunglechl sind.

5. Schritt: Zusammenfassen des 1. und 3. Fals

il fdlsx=1Ux>1
=11 fdlsx=0
T x fdlsx=1

6. Schritt: Subdtitution [1/X] beim dritten Fall

il fdlsx=1Ux>1
=i 1 fdlsx=0
T 1 fdlsx=1

7. Schritt: Zusammenfassen des 2. und 3. Fdls
il fdlsx=I1Ux>1

T1fdlsx£1




L 6sung
2. Funktional und induktive Deutung der Funktion teilel

Teilaufgabe 1.

Die Funktion redisert im Terminierungdd| offenschtlich die Divison n/k.

Seterminiert jedoch nur genau dann, wenn der Quotient n/k ganzzahlig ist, dso n mod k = 0. Dies héngt
damit zusammen, dass der Basisfal nur fir n=0 erreicht wird. n wird aber nur dann durch wiederholte
Subtraktion von k zu 0, wenn k ein Viefachesvon nist dson mod k = 0.

(Bemerkung: Im Gegensatz zur Funktion fac ist die Funktion teilel nicht total. Das bedeutet, dass, Se nicht
fur dle Eingaben aus ihrem Definitionsbereich einen Wert * | liefert.)

Aufrufbdume:

tellel(6,2)¥4 teillel(4,2)¥4 teilel(2,2) ¥4 teilel(0,2)

tellel(8,3)%¥ teilel(5,3)¥ teilel(2,3) ¥ teilel(-1,3)Ya tellel(- 4,3)%. . .
Esig tellel(8,3) = I, dadie Funktion nicht terminiert.

Teilaufgabe 2:
Das Funktiond lautet:
t:Z"N®Z2)® (22" N®2Z)
iAfdlsn=~ Uk="Uk=0
t['](n, k)= i Ofdlsn=0Uk>0
T 1+ (n-Kk,k)sonst

Teilaufgabe 3:

Induktionsanfang: teilel,(n, k) ="

Berechnung einiger Folgeglieder, um eine Induktionsannahme zu erhdten: (Hier wurden einige
Zwischenschritte weggelassen, die jedoch anzugeben wéren, wenn in einer Aufgabengtellung die Angabe des
Ldsungswegs gefordert ist.)

ir,n=kUk=~Uk=0
tellel,(n, k)= 1 0, n=0Uk>0
T 1+telely(n -k, k) sonst

(telel,(n - k, k) =~ , + ist strikt)
i", n=kUk=~Uk=0
=..=10,n=0Uk>0
TN sonst

(zusammenfassen des 1. und 3. Falls)
ion=0Uk>0

—_ _ 7

TN sonst



. A fdlsn=A Uk=A Uk=0
@lel(n k) = ¢ o falsn=0 Uk >0
T 1+telel,(n -k, K) sonst

(+ ist strikt)

i".n=kUk="Uk=0
io,Nn=0Uk>0

i 1+0,n-k=0Uk>0

~

1 N songt

(Zusammenfassen & Vereinfachen)
ion=0Uk>0
i 1,n=1*kUk>0
T/ sonst

i, fdlsn=~ Uk=~ Uk=0
i 0,fdlsn=0Uk>0
T 1+teilel,(n - Kk, k) sonst

teileL,(n, k)

(+ ist strikt)

A n=kUk="~Uk=0
0,n=0Uk>0
1+0,n-k=0Uk >0
1+1,n-k=kUk>0
TN, sonst

(Zusammenfassen & Vereinfachen)
i0o,Nn=0Uk>0
i1,n=1*kUk>0
i2,n=2*kUk>0
T/, sonst

® Annahmefir teilel: (Diesist die Induktionsannahme firr festesi T N)

imn=m*kUOEmEi-1UKk>0
teilel(n, k) =

T/, sonst

Induktionsschiul® (n ® n+1)tellel,, ergibt Sch durch Einsstzen von teilel. int .
ir,n=~Uk=~Uk=0
telel,,(n, k)= 0,n=0Uk>0
T 1+teilel(n - k, k) sonst

in,n=~Uk=~Uk=0
io,Nn=0Uk>0



=7 1+mn-k=m*kUOEmMEIi-LUk>0
T 1+" song

(Zusammenfassen & Vereinfachen)

i0o,n=0Uk>0
=i1l+mn=1+m*kUOEmMEI-1Uk>0

~

1 N songt

(setze 1+ m:= = m’": Indexver schiebung)
io,Nn=0Uk>0
=im,n=m *kUL1E£m £ (i+1)-1Uk>0
T/ sonst

(Zusammenfassen 1. und 2. Fall)

im,n=m*kUOEm £ (i+1)-1Uk>0
i

7" sonst
m=m
imn=m*KkUO£E£mE(i+1)-1Uk>0
_;’\ sonst
was ZU zeigen wa.

Die geschlossene Darstellung fir die induktive Deutung teilel, (n, k) der rekursiven Funktionsdeklaration
tellel erhdt man, indem man fir m ganz N ds Wertebereich zuldd. (Eswird i = ¥ gesetzt). So ergibt sich:
i mfdlsn=m*kUm30Uk>0
teilel, (n, k) =

TN sonst

L 6sung
3. Einbettung der Funktionsdeklaration zur Funktion exp

Teilaufgabe 1:

Be aner repdtitiv rekursiven Funktonsdeklaration muss in jedem Zweig einer Fallunterscheidung ein
eventudler rekursver Aufruf asletzte Aktion erfolgen. Bel der Deklaration von exp_embed try istim
else-Fdl die letzte Aktion jedoch die Auswertung des Terms x * exp_embed try(x, y-1, X). Diese
Auswertung kann erst stattfinden, nachdem exp_embed _try(x, y-1, X) ausgewertet wurde. Der rekursive
Aufruf findet also zuerst Hait.

® Esliegt keine repetitive Rekursion vor.

Tellaufgabe 2:

Die repetitiv rekursive Funktionsdeklaration zu exp_embed erh&lit man, indem man die bei der Deklaration
von exp anfalenden Zwischenergebnisse (x*exp(x, y-1) ) in ener dritten Variable z zwischenspeichert. In z
geht dann im Terminierungsfall das Ergebnis.



Funktionsdeklaration fir exp_embed:
fct exp_embed = (nat x, nat y, nat 2) nat:
ify £0
thenz
elseexp embed (X, y- 1, z- x)fi
Fur z =1 liefert exp_embed(X,y,z) das gleiche Ergebnis wie exp(X,y).

Geschlossene Dargtdlung fir exp_embed:
Mit der Funktion g(x,y) aus dem Hinweis ergibt sich:

exp_embed(x,y,2)= z* g(x.y)

L dsung

4. Gofer: Klammer gebirge

korrekt (t,s) verschiebt sukzessive die 6ffnenden Klammern aus s nach t. Wird in s eine schlief3ende
Klammer gelesen, so wird diese aus s und eine 6ffnende Klammer aust (sofern vorhanden) gel Gscht.
korrekt_(t,s) terminiert liefert True s Ergebnis, wenn am Endes=t =[] ist. korrekt_(t,9) liefert Flse ds
Ergebnis, wenn t leer it, obwohl s noch schliel}ende Klammern enthélt, oder wenn sleer ist, obwohl t noch

offnende Klammern enthdt.

korrekt_(t,s) veralgemeinert das Problem der Berechnung der Korrektheltseigenschaft eines
Klammergebirges. korrekt (t,s) liefert genau dann True, wenn t++s ein korrektes Klammergebirge i,
wobe t keine schlieffenden Klammern enthdt. Fir den Spezidfdl t =[] Gberprift korrekt_(t,s) die

Korrektheit von s, 16st dso das gestellte Problem.

-- rest entfernt von einer Liste den Kopf und liefert die
-- Redtliste zurtick.

res::[a ® [d

rest [x] =]

rest (X:xs) = Xs

-- korrekt sliefert true gdw. korrekt ([],9) true liefert.
korrekt:: String ® Bool
korrekt s=korrekt_([], 9)

-- Uberpriift die Korrektheit von t++s
korrekt_:: (String, String) ® Bool

-- Flr t=s=] ist das Ergebnis True
korrekt_([], []) = True

-- |st sleer, aber t nicht, so ist das Ergebnis Fase



korrekt_(t, []) = False

-- Offnende Klammern von s zu t addieren
korrekt (t,'(: s) = korrekt  (t++"(", S)

-- t leer, senthdt noch schlief3ende Klammern: Erg.: Fse
korrekt_([],")" s) = Fase

-- Offnende Klammer in s: 16sche erstes Element aust und s
korrekt (t,)": s) = korrekt_(restt, s)
----------- Programmende ---------------

L Odsung
5. Bindungen
a) _____

" natd-2, r
[ fet erw nat:
Zt+n

if n' <10 then erhoehein
else 1 fi

| *

b)
Das Ergebnis des Abschnittsist 2 * erhoehe(7) =2 * (7+2) =29 =18.

]




