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ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

Kurzbeschreibung

Vorliegende Kurseinheit behandelt mit den Relationen (Halbgruppen, Graphen) und den
Algebren (Formeln, Boolesche Algebra) zwei zentrale mathematische Hilfsmittel der
Informatik.

Schliisselworter

Algebraische Struktur, Halbgruppe, Monoid, Relation, Graph, Warshall-Algorithmus, Formel,
Term, Schreibweisen, Boolesche Algebra, Dualitdtsprinzip, Normalform

Lernziele

1. Die Bedeutung von algebraischen Strukturen in der Informatik wird erkannt.

2. Der vielseitige Einsatz von Relationen bzw. Graphen zur formalen Beschreibung von
Sachverhallten und die Mdglichkeiten der darauf aufsetzenden (Graph-) Algorithmen zur
Losung von Problemstellungen werden verstanden.

3. Der Aufbau der booleschen Algebra kann wiedergegeben werden.

Hauptquellen

e Gerhard Goos: Vorlesungen iiber Informatik, Band 1: Grundlagen und funktionales
Programmieren, Springer Verlag 1995.
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RELATIONEN
Halbgruppen und Monoide, Operationen und Gesetze,
algebraische Abgeschlossenheit, Einselement, Graphen,
gerichtete und ungerichtete Graphen, Reprasentation von
Graphen, Warshall-Algorithmus

ALGEBREN

Formeln, Term, Kantorowitsch-Baum, Boolesche Algebra,
Gesetze, Dualitat

Information 1: ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

1 RELATIONEN

Relationen stellen Zusammenhénge zwischen den Elementen einer Menge oder den Elementen
von zwei oder mehr Mengen dar. In praktisch jeder Aussage werden gewisse Gegensténde in
Beziehung gesetzt, also Relationen gebildet [Go95].
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Durch Relationen werden Elemente einer oder mehrerer Mengen in
Beziehung gesetzt

praktisch jede Aussage enthalt Relationen

Beispiel: "Das Haus hat vier AulRenwande"

In der Informatik werden Relationen zur Modellierung von Systemen
bendtigt
Relationen sind ein wesentlicher Bestandteil der verschiedenen
Diagramme der Unified Modeling Language

Die einfachste im Zusammenhang mit der Zeichenverarbeitung
auftretende Beziehung fuhrt zu der algebraischen Struktur der
Halbgruppen

Aus der graphischen Darstellung von Relationen resultieren die
Graphen

Information 2: RELATIONEN -
Uberblick

Beispielsweise werden in der Aussage Das Haus hat vier AuRenwande (siche Information 2) die
Gegenstidnde Haus und AuBenwénde in Relation gesetzt. Die zu einem Element aufstellbaren
Relationen konnen sehr vielfdltig sein.

Relationen sind in der Informatik so wichtig, weil sie eine ganz wesentliche Grundlage zur
Modellierung von Systemen bilden. Anhand der im Zusammenhang mit dem Modellbegriff in
der Kurseinheit GRUNDBEGRIFFE DER INFORMATIK [C&M-GI] kennen gelernten
Diagrammtypen, die durch die Unified Modeling Language (UML) bereitgestellt werden, wird
diese Bedeutung offensichtlich.
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In diesem Kapitel werden mit den Halbgruppen und Graphen die konzeptionellen Grundlagen
zu den Relationen gelegt.

1.1 Halbgruppen und Monoide

Im Folgenden werden ganz elementare mathematische Begriffe anhand eines einfachen
Sachverhalts, ndmlich dem Nebeneinanderschreiben von Zeichen, eingefiihrt. Das Ziel besteht
darin, die dadurch festgelegte Relation mathematisch geeignet zu formulieren.
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Die betrachtete Relation ist das Nebeneinanderschreiben von
Zeichen

Mathematische Formulierung als Algebra
Menge: Menge aller Zeichenreihen Uber der Grundmenge >*
Operationen:
: Konkatenation
Gesetze
HG1: (a-b)-c=a (b-c) Assoziativgesetz

Die Eigenschaft der algebraischen Abgeschlossenheit ist erfillt

Die beschriebene Algebra (2*, -, HG1), kurz auch als >*
bezeichnet, bildet eine Halbgruppe

Information 3: Halbgruppe

Die in Information 3 angestellten Uberlegungen fiihren zum zentralen Begriff der Algebra.

(1) Tragermenge
Im Beispiel wird die Tragermenge gebildet durch die Zeichen bzw. genauer durch die Folgen
von Zeichen, also die Zeichenreihen.

(2) Operationen

Die einzige Operation im Beispiel ist das Nebeneinanderschreiben, die auch als Konkatenation
oder Verkettung bezeichnet wird. Hierzu wird durch das Zeichen "' ein geeignetes
mathematisches Symbol eingefiihrt.

(3) Gesetze

Die Gesetze verbinden Trigermenge und Operationen, da durch diese die Frage beantwortet
wird, welche Aussagen iiber die Operation, die auf der Tragermenge arbeitet, getroffen werden
konnen. FEin offensichtlich geltendes Gesetz, die die Konkatenation erfiillt, ist das
Assoziativgesetz.

Neben den Gesetzen wird die grundlegende Eigenschaft der algebraischen Abgeschlossenheit
gefordert, die eine Algebra zu erfiillen hat.

Algebren, die bestimme Strukturen haben, erhalten einen Namen. So heif3it eine Algebra, die im
Zusammenhang mit der Konkatenation von Zeichen erstellt wurde, eine Halbgruppe. Eine
Halbgruppe ist also eine spezielle Algebra

A= (2 {H{HG1})
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Eng mit dem Begriff der Halbgruppe ist der Begriff des Monoids verkniipft, der in Interaktion 1
nédher ausgefiihrt wird.
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Ein Monoid ist eine Halbgruppe mit Einselement @
Eigenschaft eines Einselements ¢
(1)e-a= a
(2)a=a-¢
das Einselement ist eindeutig

Beweis:

Beispiel eines Monoids: > :=2>* U {g}
¢ ist das leere Wort, d.h. die Lange le| istO
falls wr die n-fache Wiederholung des Wortes w bezeichnet, so gilt w® = ¢

Satz
Das Monoid >* Uber einem endlichen Zeichenvorrat > ist abzahlbar
Beweis mittels Gédelnummerierung

Interaktion 1: Monoid

Das in einem Monoid geforderte Einselement wird auch als neutrales Element bezeichnet. In
einer Halbgruppe kann es Elemente geben, die nur eine der beiden Gleichungen erfiillen. Falls
nur die in Interaktion 1 angegebene Eigenschaft (1) erfiillt ist, so heilen sie Linkseinselement,
falls nur (2) erfiillt ist, entsprechend Rechtseinselement.

Ein Element, das die Eigenschaften (1) und (2) erfiillt, ist eindeutig, wie in Interaktion 1 zu
zeigen ist.

Die Informatik behandelt vorwiegend solche Strukturen, die auf einem Rechensystem bearbeitet
werden konnen. Hieraus resultiert die Eigenschaft, dass die Zeichenvorridte zwangsldufig
endlich sein miissen. Die Konsequenz, die sich fiir Monoide {iiber einem endlichen
Zeichenvorrat ergibt, ist die Abzadhlbarkeit. Der Beweis der Abzédhlbarkeit erfolgt mittels der so
genannten Godelnummerierung (Kurt Gédel, Logiker des 20. Jahrhunderts).

Die algebraische Struktur der Monoide ist fiir die Informatik bedeutsam, da sie zum Aufbau von
listen- und sequenzartigen Datenstrukturen dient (sieche Interaktion 2). Viele Algorithmen
nutzen listen- bzw. sequenzartige Datenstrukturen. Daher ist es wichtig zu wissen, um welche
mathematische Struktur es sich handelt und welche mathematischen Eigenschaften diese
Struktur besitzt.
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In der Informatik werden Monoide U haufig (iber anderen
Grundmengen als Zeichen gebildet

Grundmenge U kénnen z.B. Texte sein, die aus einem
anderen Monoid > * stammen

Elemente von U* heil3en Listen

oder alternativ: Sequenzen, Folgen
Notation:

Liste: [X4,Xy,...,X,], wobei x;eU

[]ist die leere Liste

[U] als alternative Schreibweise fiir U

Beispiel: U = {Apfel,Birne,Pflaume,Kirsche, Traube}
[Apfel,Birne], [Pflaume,Kirsche, Traube] sind Listen

append([Apfel,Birne], [Pflaume,Kirsche, Traube]) ist eine
alternative Funktionsschreibweise flr

Interaktion 2: Monoid U* iiber Monoid X*

Das Vorgehen, das den Listen zugrunde liegt, besteht darin, die Tragermenge abzuéndern in der
Form, dass diese nicht aus einzelnen Zeichen, sondern selbst bereits aus Zeichenreihen besteht,
womit das die Listen darstellende Monoid U* auf dem Monoid X* aufbaut.

Die in Interaktion 2 angegebene Listen-Notation fiir eine beliebige Liste, die leere Liste und den
ganzen Listen-Monoid vereinfacht die Aufschreibung, macht die Syntax intuitiver und damit
besser lesbar. Die Anwendung der Notation soll das Beispiel verdeutlichen, dessen
Tragermenge U aus den fiinf angegebenen Texten — in diesem Fall verschiedene Sorten Obst —
besteht.

Eine weitere Art von Notation ist die Funktionsschreibweise, in der das mathematische
Verkniipfungssymbol gegen eine Funktion ersetzt wird.

1.2 Graphen

Monoid-Operationen stellen die elementarste Relation zwischen Elementen einer Trigermenge
dar. Im Folgenden werden die Beziehungen in Form des Begriffs der Relation mathematisch
prazisiert und mittels Graphen veranschaulicht.
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Relationen
Grundmengen U, V
Notation: pc U x V

Jede Relation kann als Teilmenge des kartesischen Produkts
(U uw V) x (UuV)angesehen werden

Homogene Relation
nur eine Grundmenge E, d.h. pc E xE

Die Informatik interessiert sich speziell fir homogene Relationen
mit einer endlichen Grundmenge E

Durchnummerieren der Elemente e, miti =0, ....,n- 1
gerichtete Graphen ermdglichen eine anschauliche
Darstellung

Information 4: Relationen und Graphen

Eine Relation liefert den grundlegenden Formalismus, Beziehungen zwischen Gegenstinden
zweier Grundmengen U und V zu beschreiben. Die in der Informatik iibliche Beschrinkung auf
homogene Relationen ist bei ndherer Betrachtung keine wirkliche Einschrinkung. Wie in
Information 4 ausgefiihrt ist, lassen sich nicht-homogene Relationen U x V durch die
Vereinigung der beiden Mengen U und V sowie die Bildung des kartesischen Produkts auf
homogene Relationen zuriickfiihren. Die nicht-homogene Relation ist dann eine Teilmenge der
konstruierten homogenen Relation.

Eine homogene Relation (bezeichnet mit p) ist also auf einer Grundmenge (bezeichnet mit E)
definiert.

Die Informatik stellt neben der Homogenitét noch eine weitere Forderung an die Grundmenge,
nimlich die Eigenschaft der Endlichkeit. Das ermoglicht dann ein Durchnummerieren der
Elemente und eine anschauliche Darstellung der Relation in Form von gerichteten Graphen, auf
die in Interaktion 3 nédher eingegangen wird.
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Ein gerichteter Graph G ist ein Tupel (E,K) mit
Grundmenge E = {e}} eine Menge von Ecken
Relation K ¢ E x E eine Menge von Kanten

alternative Notationen fur Kanten
(e,e’) e Kodere —»¢ e’
e—oe’

Der Inhalt des Web-basierten Ablagesystems aus dem Beispiel-
Szenario kann als gerichteter Graph aufgefasst werden

K:

i2s-Biiro

Aufzeich- }\ Arbeits-

nungs- platz-
system rechner
Pezert eines

E: Mitarbeiters
- Schulungs-

% (i2s-Mitarbeiter) k

Interaktion 3: Gerichteter Graph

Ablage-
system

Ein gerichteter Graph setzt sich aus zwei Mengen zusammen, einer Menge von Ecken (Knoten)
und einer Menge von Kanten. Die Kantenmenge K stellen dabei zweistellige Relationen auf der
Grundmenge E der Ecken dar.

Relationen und Graphen spielen in der Informatik eine ganz entscheidende Rolle, da zahlreiche
Problemstellungen auf Graphen und entsprechende Graphenalgorithmen zuriickgefiihrt werden
konnen. Die Begriffe ‘Relation’ und ‘Graph’ werden dabei weitgehend synonym verwendet.

In Interaktion 3 soll ein mogliches Einsatzfeld von Graphen anhand des in [C&M-1U]
eingefiihrten Beispiel-Szenarios und des darin enthaltenen Web-basierten Ablagesystems
skizziert werden.

Die endlichen Graphen — das sind solche mit endlicher Eckenzahl — haben die positive
Eigenschaft, dass man sie zeichnen kann, d.h. die Pfeilnotation wird auf die Zeichenfliche
ausgedehnt, wie das Beispiel in Information 5 zeigt.
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Ein Graph heif3t endlich, wenn E endlich ist

Graphische Darstellung von
Ecken als Punkte
Kanten als Pfeile

Die Positionierung der Ecken und Kanten ist beliebig

Beispiel: Zwei mogliche Darstellungen des Graphen
{(a,b),(a,C),(a,d),(b,C),(d,b),(d,C)}

Information 5: Graphische Darstellung eines endlichen gerichteten Graphen

Durch das Beispiel wird zudem gezeigt, dass es unterschiedliche Darstellungen von ein und
demselben Graphen gibt.
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Ungerichteter (allgemeiner Graph)
die durch die Kanten ausgedriickte Beziehung beruht auf
Gegenseitigkeit
d.h. genau dann, wenn (e,e’) € K istauch (e",e) e K

Kanten werden in der zeichnerischen Darstellung als einfache
Verbindung ohne Pfeilspitzen angegeben

Die Fahigkeit der im Beispiel-Szenario auftretenden Systeme,
miteinander kommunizieren zu kdnnen, lasst sich als ungerichteter
Graph auffassen

i2s-Biiro

Zeichnerische Darstellung

"
Ablage-|| Aufzeich- }\ Arbeits-

Ablage- system || nungs- platz-

system © system — rechner

eines
Mitarbeiters

Schulungs-

% (i2s-Mitarbeiter) /l\

Interaktion 4: Ungerichteter Graph

Es gibt Sachverhalte, bei denen eine Relation von a nach b zwangsldufig die Relation b nach a
nach sich zieht. Ein Beispiel einer auf Gegenseitigkeit beruhenden Relation lautet: ist iiber einen
Wanderweg verbunden mit. Wanderwege sind in aller Regel in beide Richtungen benutzbar,
weshalb im Falle einer Relation zwischen einem Ort A mit einem Ort B automatisch gilt, dass
auch B mit A in Relation steht, d.h. die Relationen beruhen auf Gegenseitigkeit. Zeichnerisch ist
ein ungerichteter Graph daran zu erkennen, dass die Kanten keine Pfeilspitzen aufweisen.
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Ein weiteres Beispiel eines ungerichteten Graphen, der aus dem Beispiel-Szenario gegriffen
wurde, findet sich in Interaktion 4. Die zeichnerische Darstellung dieser Relation ist als
Aufgabe im Rahmen der Interaktion anzugeben.
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Teilgraph G'= (E",K") zum Graphen G = (E,K)

Einschrankung der Relation p auf eine Teilmenge E'c E;
Notation: p|-

K" ={(e,e’) | e,e” € E"und (e,e’) € K}

d Teilgraph °
S c c
\ [

Dualer Graph GT = (E,KT)
(e,e’) € KT genau dann, wenn (e’,e) € K
Der duale Graph GT entsteht aus G, wenn alle Richtungen der
Pfeile in G umgekehrt werden

o

c Dualer Graph c

a o a o
b b

Interaktion 5: Teilgraph und dualer Graph

Ein Teilgraph G* geht aus einem Graphen G durch Einschrinkung der Relation auf gewisse
Ecken aus E hervor. Zu K" gehoren alle Kanten aus K, die Ecken e, e"€E” miteinander verbinden.

Eine weitere Art von Graph, die aus einem gegebenen Graphen G hervorgeht, ist der duale
Graph, der als GT bezeichnet wird. Die Menge der Ecken E bleibt unverédndert und die Menge
der Kanten KT geht durch Vertauschen der Start- und Zielecke jeder Kante hervor.

In Interaktion 5 soll der Ubergang des Ausgangsgraphen in einen Teilgraphen bzw. in einen
dualen Graphen durch Verwendung einer geeigneten Notation formal beschrieben werden.
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Ausgangsmenge e* und o

Eingangsmenge ‘e ¢
Menge der Kanten, die bzgl. der a ©
Ecke e aus- bzw. eingehen b
le*| heiRt Ausgangsgrad, a=__  |al=__
|*e| heil’t Eingangsgrad
in einem ungerichteten Graphen
gilt |e*| = |*e| = grad(e) und heil3t
Grad der Ecke e

Fir beliebige Graphen gilt: Y o let =X

ee E ee E

Vollstandiger (ungerichteter) Graph

zwischen je zwei Ecken existiert
eine (ungerichtete) Kante

Interaktion 6: Grad einer Ecke

Die Eingangs- und Ausgangsmenge beinhalten die von einer Ecke ausgehenden bzw. in eine
Ecke miindenden Kanten. Zur Angabe dieser Mengen wird eine einfache Punkt-Notation
eingefiihrt, wie in Interaktion 6 ausgefiihrt ist.

Eng verkniipft mit dem Eingangs- und Ausgangsmengen ist die Angabe des so genannten
Grads. Der Grad gibt die Anzahl der Kanten an, die von der Ecke ausgehen bzw. zu dieser Ecke
fiihren. Entsprechend dieser beiden Fille sind der Ausgangsgrad und der Eingangsgrad zu
unterscheiden. Zur Angabe dieser Grade wird die Punkt-Notation um Betrags-Striche erginzt.

Die Ubereinstimmung der Summe der Ausgangs- und Eingangsgrade aller Ecken eines Graphen
lasst sich einfach erkléren.

Fiir einen gerichteten Graphen gilt aulerdem, dass die Eingangs- bzw. Ausgangsgradsumme
genau der Anzahl der Kanten im Graphen entspricht.

Eine spezielle Form eines (iiblicherweise ungerichteten) Graphen ist der vollstindige Graph.
Dieser hat die Eigenschaft, dass jede Ecke mit jeder anderen im Graphen auftretenden Ecke
verbunden ist, was man auch durch den Grad einfach ausdriicken kann.
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Folge von e, nach e, Gber e,,.....e 4
heiflt Weg e, —»* e, der Lédnge n

e, heildt dann von g, erreichbar

ZyKlus (Kreis) /\ c

einWege, »"e, mitn>1unde;=¢e, a I b
S
Einfacher Zyklus
alle Ecken e, sind verschieden

Hamiltionscher Kreis
jede Ecke des (ungerichteten) Graphen ist genau einmal enthalten

Eulerscher Zyklus
jede Kante ist genau einmal enthalten

Information 6: Weg und Zyklus

Kanten konnen miteinander verkniipft werden, so dass Kantenziige entstehen. Hierzu verbindet
man solche zwei Kanten, bei denen die Eingangsecke der einen Kante mit der Ausgangsecke
der anderen Kante iibereinstimmen. Bei ungerichteten Graphen miissen die zu verbindenden
Kanten nur eine gemeinsame Ecke besitzen.

Ein spezieller Weg ist der Zyklus oder Kreis, der an der Ecke (en) endet, an der er beginnt (&y).
Ein Zyklus der Lénge 1 wird als Schlinge bezeichnet (d.h. ein und denselben Knoten ist
Anfangs- und Endpunkt).

Die bislang behandelten Graphen enthalten keine Schlingen und auch keinen sonstigen ldngeren
Zyklus. In dem in Information 6 dargestellten Beispiel-Graphen, in dem einer Kante (a,c) zu
dem in Interaktion 5 erstellten Teil-Graphen hinzugenommen wurde, bestehen die Zyklen a — ¢
—aund a > ¢ > b - a. Aullerdem wurde im Beispiel-Graphen zur Ecke b eine Schlinge
hinzugefiigt.

Es werden verschiedene Arten von Zyklen bzw. Kreise unterschieden:

e Ein einfacher Zyklus ist gegeben, wenn keine zwei gleichen Ecken auftreten.

e FEin hamiltonscher Kreis ergibt sich durch eine Verschirfung dieser Forderung, ndmlich
dass jede Ecke nicht nur hochstens einmal, sondern genau einmal auftreten darf.

e Der eulersche Zyklus stellt die Anforderung, dass jede Kante des betrachteten Graphen
genau einmal enthalten sein muss.

Der eulersche Zyklus wurde von Leonhard Euler (schweizerischer Mathematiker des 18. Jh.) im
Zusammenhang mit dem Konigsberger Briickenproblem definiert, bei dem ein Weg iiber die
damaligen 7 Briicken der Pregel gesucht wurde, bei dem keine der Briicken zweimal {iberquert
werden musste. Bei der Darstellung als Graph sind die Briicken die Kanten und das die Briicken
verbindende Land die Ecken. Einen solchen Weg gibt es genau, wenn der Grad aller Ecken
gerade ist, was beim Graphen, der das Konigsberger Briickenproblem darstellte, nicht gegeben
war.
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Azyklischer Graph: Graph ohne Zyklen d 2 £ e @

Q.
Wald: Azyklischer ungerichteter Graph 2 - °

azyklisch

d

Ungerichteter Baum: Wald, bei dem je zwei ; “ ¢
Ecken durch genau einen Weg verbunden a
sind b

Welcher spezielle Graph
liegt hier vor?

Satz: Fir einen ungerichteten Baum G = (E,K) mit endlich vielen Ecken
gilt |E| = |K|] + 1

Beweis durch vollstdndige Induktion entlang der Eckenzahl

Interaktion 7: Spezielle Graphen im Zusammenhang mit Zyklen

Im Zusammenhang mit Zyklen werden spezielle Graphen unterschieden. Eine Art von
speziellen Graphen sind die in der Informatik besonders wichtigen Baume. Die wesentliche
Eigenschaft dieser Graphen-Art ist die Zyklenfreiheit und das Zusammenhingen
(Verbundenseins von je zwei Ecken liber beliebige Wege).

Erfillt ein ungerichteter Graph nur die Eigenschaft der Zyklenfreiheit, nicht aber die
Eigenschaft des Zusammenhéingens, so spricht man von einem Wald. Offensichtlich besteht ein
Wald-Graph aus einzelnen Baum-Graphen.

Bei einem ungerichteten Baum stehen die Anzahl der Ecken und der Kanten in einem
bestimmten Verhiltnis: Es gibt genau eine Ecke mehr als Kanten. Diese Eigenschaft ist in
Interaktion 7 durch einen Induktionsbeweis zu zeigen.
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Gerichteter Wald d e o
Cc

Ein azyklischer Graph, bei dem alle
Knoten einen Eingangsgrad |*e| < 1 a ©
besitzen ° b

) Der Graph ist (1) in einen gerichteten
Gerichteter Baum Wald und anschlieBend (2) in einen
Ein gerichteter Wald, bei dem es gerichteten Baum zu dberflihren

genau eine Ecke e mit |*e| = 0 gibt )
diese Ecke heil3t die Wurzel des M
Baumes )

Blatt L. . Welche Ecken des erstellten
bei einem ungerichteten gerichteten Baumes sind Blétter?
Graphen: Ecke mit grad(e) = 1
bei einem gerichteten Graphen:
Ecke mit Ausgangsgrad |e*| =0

Interaktion 8: Gerichtete Wilder und Biume

Die bislang gemachten Angaben haben sich auf ungerichtete Graphen bezogen. Im Falle von
gerichteten Graphen gelten flir einen Wald und einen Baum die in Interaktion 8 angegebenen
Eigenschaften, die gewisse Forderungen an den Eingangsgrad der im Graphen auftretenden
Ecken haben.

Die Forderung an einen gerichteten Wald ist, dass zu jedem Knoten hochstens eine Kante fiihrt.
Offensichtlich ist das fiir den in Interaktion 8 angegebenen Beispiel-Graphen nicht erfiillt.

An einen gerichteten Baum wird die Forderung hinsichtlich der Eingangsgrade so verschirft,
dass es eine ausgezeichnete Ecke gibt, zu der gar keine Kante fiihrt. Diese Ecke heifit Wurzel
und muss eindeutig sein, womit auch von einem Baum gefordert wird, dass keine isolierten
Ecken oder Teilgraphen auftreten konnen.

In gewisser Weise das Gegenstiick zu der Wurzel ist das Blatt. Der Begriff des Blattes ist nicht
nur fiir Biume, sondern fiir beliebige ungerichtete und gerichtete Graphen definiert.
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G = (E,K) heifl3t ein markierter Graph, wenn es Markierungsfunktionen
Mg: E - Gg
Mg: K — Gg

mit geeigneten Mengen G, G, gibt

Dozenten- o Sorvermaum
Notebook Arbeitsplatz-

) rechner =
Aufzeichnungs- Ablage. || Aufzeich- }\ Arbeits-
Dozent

c&m-Schulungsraum i2s-Biiro

system system || nungs- platz-
system rechner
eines

Ablage- S Mitarbeiters
system i

(i2s-Mitarbeiter)

Welche Mengen liegen dem

markierten Graph zugrunde:

Interaktion 9: Markierter Graph

Durch die Zuordnung von Eigenschaften zu Ecken und insbesondere zu den Kanten kann man
dem Graphen eine bestimmte Bedeutung zuordnen. Diese Zuordnung wird als Markierung
bezeichnet, der resultierende Graph heifit entsprechend markierter Graph. Formal bedeutet die
Markierung die Einfiihrung von zwei Markierungsfunktionen, einer Eckenmarkierung und einer
Kantenmarkierung. Mit der Einfiihrung der Funktionen miissen auch die Wertebereiche

festgelegt werden, in die abgebildet werden soll.

In Interaktion 9 wird neben der formalen Definition eines markierten Graphen ein bereits in
Interaktion 4 eingefiihrter Beispiel-Graph gezeigt, der markiert ist. Die dem Graphen zugrunde

liegenden Eckenmarkierungs- und Kantenmarkierungsmengen sind anzugeben.
www.cm-tm.uka.de/info1
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Mehrfachgraph 2

Kantenmarkierung My: K — N gibt an, dass die 1
Beziehung auf mehrere Weisen existiert 5

Geordneter Baum

gerichteter Baum mit einer Kantenmarkierung M,: K — AN
N, die die Kanten von links nach rechts durchnummeriert
und somit ordnet VN2

Weitere praktische Beispiele

Flussdiagramm zu Programmen in héheren Verzweigung markierte
Programmiersprachen Ecke
Graphen mit markierten Ecken, wobei G =
{Programmanfang, Programmende, Verzweigung, (standardisiertes)
Anweisung} Symbol

Netzplan zur Planung von Projektablaufen

Markierung der Ecken: Zusténde, die im Projekt
erreicht werden kénnen Zustand X Zustand Y

Markierung der Kanten: Paar (Tatigkeit, Zeitdauer @t 2)
der Téatigkeit) o

Information 7: Ausprigungen von markierten Graphen
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Die Markierungsfunktionen konnen fiir unterschiedliche Zwecke sinnvoll genutzt werden, was
zu verschiedenen Auspriagungen von markierten Graphen fiihrt. In vielen Féllen, wie z.B. auch
in dem von Euler gelosten Konigsberger Briickenproblem, kommt es vor, dass zwei Ecken
durch mehr als eine Kante verbunden sind.

Mit einer Kantenmarkierung, die jeder Kante eine natiirliche Zahl zuordnet, lassen sich auch so
genannte geordnete Baume erstellen. Beispiele flir geordnete Baume sind Ableitungsbdume
oder Kantorowitsch-Baume.

Von besonderer praktischer Bedeutung sind die Flussdiagramme zu Programmen, die ebenfalls

eine bestimmte Ausprdgung markierter Graphen darstellen. Spétestens hier wird deutlich,

welche umfangreichen Moglichkeiten durch Graphen geboten werden, wenn man den Ecken

und/oder Kanten eine bestimmte Semantik zuordnet.

Waihrend in den vorhergehenden zwei Ausprigungen die Kanten markiert wurden, sind es bei

den Flussdiagrammen die Ecken, denen jeweils eine von vier Bedeutungen zugewiesen wird,

wobei nur eine Ecke mit dem Programmanfang markiert sein darf. Zu den Flussdiagrammen sei

Folgendes angemerkt:

(1) Markierung der von der Verzweigungs-Ecke ausgehenden Kanten mit ja (then-Fall) bzw.
nein (else-Fall).

(2) Es sind ggf. mehrere Programmende-Ecken moglich (allerdings nur eine Programmanfang-
Ecke).

(3) Der Ecken-Typ legt den Ausgangsgrad ecindeutig fest, z.B. |e’| = 0, wenn Mg(e) =
Programmende.

Ein weiteres und abschliefendes Beispiel eines markierten Graphen ist der in zahlreichen

Anwendungsszenarien genutzte Netzplan. Ein Netzplan stellt die Ablaufbeschreibung eines

Projekts dar. Es handelt es sich hierbei um einen Graphen mit folgenden Eigenschaften:

e Er enthilt keine geschlossenen Kantenziige, d.h. er ist zyklenfrei.

e Er beinhaltet zwei ausgezeichnete Ecken, dhnlich wie das zuvor behandelte Flussdiagramm.

e Diese Ecken sind durch ihren Eingangs- bzw. Ausgangsgrad gekennzeichnet.

Durch die Markierungsfunktionen wird den Ecken und Kanten folgende Bedeutung zugeordnet:

e Ecken beschreiben die Projektzustinde

e Kanten beschreiben, wie man von einem Projektzustand in den nichsten kommt. Hierzu ist
eine bestimmte Tatigkeit erforderlich. Zu der Tétigkeit wird noch die erforderliche
Zeitdauer angegeben.

Am Beispiel des Netzplans ldsst sich leicht klarmachen, dass durch geeignete Auswertung der
im Graph gehaltenen Informationen relevante Fragen zur Projektplanung beantwortet werden
konnen.

Die Bearbeitung von Netzplan-Fragen durch einen Rechner setzt voraus, dass ein Graph
geeignet im Speicher dieses Rechner gehalten werden kann, was zu den in Information 8
behandelten Repréisentationsmoglichkeiten von Relationen und Graphen fiihrt.

Info1-Team (Prof. Abeck) RELATIONEN Seite 15 von 31

Universitat Karlsruhe (TH)



INFORMATIK | - ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

www.cm-tm.uka.de/info1
Info1-Team (Prof. Abeck)

Gegeben sei ein Graph G = (E, K), wobei dy fc 3% f2
jede Ecke durchnummeriert ist .,
o 0
a
) b o 1

Darstellungsform 1: Adjazenzmatrix nach 0 1 2 3

n x n - Matrix A = (a;) o 0 00 1 0

a; =1, wenn (i, j) € K, a; = 0 sonst 1 0 0 0 O

anstelle von {0, 1} ist auch ein 2 01 00

beliebiger anderer Binarcode moglich 3 1. 0 0O
Darstellungsform 2: Adjazenzliste 0: [2, 3]

jeder Ecke e, wird die Menge {ei, ..., &i,} 1:]

der Ecken e; mit i — e; zugeordnet 2:[1]

die jeder Ecke zugeordneten Mengen 3:[0]

lassen sich sinnvoll durch Listen
wiedergeben

Information 8: Reprisentation von Relationen und Graphen

Zunichst sind die Bezeichnungen der Ecken geeignet zu nummerieren, d.h. der "erste" Knoten
erhilt die Nummer 0, der zweite Knoten erhilt die Nummer 1 usw.

In den Beispiel-Graphen wiirde eine denkbare Durchnummerierung bedeuten, dass der Ecke mit
der Bezeichnung a die Nummer 0, der Ecke mit der Bezeichnung b die Nummer 1 usw.
zugewiesen werden konnte.

Die Frage ist nun, wie man einen solchen Graphen (bzw. allgemein eine Relation) in einem
Rechner représentiert. Offensichtlich ist die bislang verwendete graphische Darstellung hierfiir
nicht geeignet.

Es werden zwei Darstellungsformen unterschieden, wobei die erste die so genannte
Adjazenzmatrix ist. Es handelt es sich hierbei um eine Matrix mit einer Zeilen- und Spaltenzahl,
die der Knotenzahl des Graphen entspricht. Die Zeilen und Spalten der Matrix sind mit den
Ecken indiziert. Der Wert eines Adjazenzmatrix-Elements (i, j) bestimmt, ob eine Kante
zwischen Ecke i und Ecke j besteht (Wert 1) oder nicht (Wert 0).

Somit ergibt sich fiir den in Information 8 gezeigten Beispiel-Graphen die o.a. Adjazenzmatrix.
Statt der verwendeten Menge {0, 1} kann auch ein beliebiger anderer Binédrcode, wie z.B. {0,
L} oder {wahr, falsch} verwendet werden.

Die zweite Darstellungsform wird als Adjazenzliste bezeichnet. Bei dieser Darstellungsform
eines Graphen werden zu jedem Knoten alle Knoten aufgelistet, zu denen eine Kante existiert.
Das Vorgehen angewendet auf den Beispiel-Graphen fiihrt zu dem in Information 8
angegebenen Ergebnis.
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Es wird davon ausgegangen, dass die Relation als Adjazenzmatrix

vorliegt

Eigenschaften einer Relation
Relation reflexiv < a;=1flrallei =0, ..., n-1
Relation symmetrisch < a; = a;
Relation transitiv <> aus a; = 1 und g = 1 folgt a; = 1

Verknupfung p - o zweier Relationen p, c cE x E
p durch Adjazenzmatrix A= (a;), o durch B = (b;) reprasentiert
C = (c;) ist die Adjazenzmatrix der Verknlpfung p - ¢ mit

n-1
1, wenn % ayb,>1
k=0

0, sonst

Information 9: Adjazenzmatrix

Die FEigenschaften von Relationen spiegeln sich in Form konkreter Werte wider, die die
Elemente in der zu der Relation zugehorigen Adjazenzmatrix annehmen:
¢ Eine reflexive Relation ist gegeben, wenn die Diagonale der Adjazenzmatrix ausschlie8lich

aus 1 besteht.

e Eine symmetrische Relation fiihrt zu einer symmetrischen Matrix, d.h. also a; = a;.

e Die Eigenschaft der Transitivitit bedeutet, dass bei einem (aus zwei Kanten bestehenden)
Weg von Knoten i zu j und von j zu k gewahrleistet ist, dass eine Kante von i zu k besteht.

Information 9 zeigt, wie die Verkniipfung p - 6 von zwei iiber E x E definierte Relationen p und
o festgelegt ist.

Die Eigenschaften der Reflexivitit und insbesondere der Transitivitdt konnen fiir eine beliebige
Relation bzw. Graphen erzwungen werden, indem die so genannte reflexive transitive Hiille

gebildet wird.

Info1-Team (Prof. Abeck)
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Eine reflexive transitive Hille zu einem Graphen entsteht dadurch,
dass zu dem Graphen Kanten zwischen jeweils solchen zwei Knoten
hinzugefligt werden, zwischen denen ein Weg besteht

Beispiel:
von mho 1 2 3 Die Adjazenzmatrix ist
3 ) 0 1 so zu aktualisieren, dass
- - - hierdurch die reflexive
1 - - transitive Hille des
2 1 Graphen wiedergegeben
O 3 1 - wird

Definition der reflexiven transitiven Hille p* zu einer Relation p :
p* ={(i,j)| es gibt einen Weg zwischen Knoten i und Knoten j}

Bei der transitiven Hiille p* werden die Schlingen (Wege der Lange 0)
nicht hinzugefligt

Interaktion 10: Reflexive transitive Hiille eines Graphen

Wie in Interaktion 10 ausgefiihrt ist, werden bei der Hiillen-Bildung Kanten hinzugefiigt, um die
beiden Eigenschaften zu erfiillen. Am Beispiel-Graphen, dessen Adjazenzmatrix entsprechend
zu erginzen ist, wird das Vorgehen deutlich gemacht.

Die reflexive transitive Hiille wird durch ein zu der Relationsbezeichnung hinzugefiigten Stern,
die transitive Hiille durch ein Additionszeichen kenntlich gemacht.

Von Warshall wurde 1962 ein einfaches, nicht-rekursives Verfahren entwickelt, das die
Hiillenberechnung eines Graphen durchfiihrt. Dem Verfahren liegt der folgende offensichtliche
Sachverhalt zugrunde [Se02]: Falls ein Weg existiert, um von Knoten x zu Knoten y zu
gelangen, und ein Weg, um von Y nach j zu gelangen, so existiert auch ein Weg, um von X nach |
zu gelangen.

Die Idee, die zum Warshall-Algorithmus  fiihrt, besteht darin, die Weglidnge und die darin
benutzten Knotennummern schrittweise (jeweils um 1) zu erhohen. Aus dieser Uberlegung
resultiert die in Information 10 angegebene Relation o.
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Verfahren gemaf Warshall

Gegeben sei eine reflexive Relation p Uber einer endlichen
Eckenmenge E = {0, ..., n-1} mit Adjazenzmatrix A
o) bezeichne die Relation
o ={(i,j) | es gibt einen Wegi > e, - ... > e, —j,
I<kunde {0, .. kfur1<r< I|-1}

Beispiel: 10 1 0 10 1 0
s 0 100 01 00
0110 01 10

1.0 0 1 10 1

11 1 0 171 1 0

0100 @ 0 100
Y0110 0110

1.0 1 1 11 1

Information 10: Berechnung der reflexiven transitiven Hiille

Durch den Parameter k werden alle Wege, die in dem durch die Relation p vorgegebenen
Graphen bestehen, sukzessive gefunden. Wie die Definition der zu diesem Zweck eingefiihrten
Relation ¢ verdeutlicht, wird die Suche durch k in den folgenden zwei Punkten eingeschrankt:

1. Durch | <k wird erreicht, dass der Weg von einem Anfangs- zu einem Endeknoten nur aus k
Zwischenknoten bestehen darf (Wegliangenbegrenzung).

2. Die Festlegung er € {0, ..., k} besagt, dass als Zwischenknoten nur die Knoten zwischen 0
und héchstens k auftreten diirfen (Knotennummernbegrenzung).

Anhand des einfachen Beispiel-Graphen wird in Information 10 der schrittweise Aufbau der
Relation entlang des Wertes k dargestellt.

www.cm-tm.uka.de/info1
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Anforderungsbeschreibung
Eingabe: Adjazenzmatrix A einer Relation o
Ausgabe: Adjazenzmatrix S von c*
Algorithmusbeschreibung in Pseudo-Code

S=A

furi=0, ..., n-1 setzes; =1

fuirk =0, ..., n-1
fuari=0, ..., n-1
furj=0, ..., n-1

setze s; ;= s5; + 8, "8y

Information 11: Warshall-Algorithmus

Die Umsetzung dieses Berechnungs-Vorgehens auf entsprechende auf der Adjazenzmatrix
wirkende elementare Operationen zeigt Information 11. Der Algorithmus ist zwar einfach in der
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Aufschreibung, aber aufgrund der drei geschachtelten Schleifen komplex im Hinblick auf
dessen Berechnungsdauer.

Der in Pseudo-Code angegebene Warshall-Algorithmus lésst sich mittels der in den Kurseinheiten
PROGRAMMIERGRUNDLAGEN [C&M-PG] und IMPERATIVE PROGRAMMIERUNG [C&M-IP]
unmittelbar in ein Java-Programm umsetzen.

2 ALGEBREN

In diesem Kapitel werden die bislang eingefiihrten Strukturen verallgemeinert, um dadurch die
mathematische Grundlage fiir die Beschreibung der in der Informatik relevanten Systeme zu
legen. Hieraus resultieren die Algebren, zu denen Information 12 einen Uberblick liefert
[Go95].

www.cm-tm.uka.de/info1
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In der Informatik werden Algebren zur Beschreibung von
Datenstrukturen und Systemen genutzt
durch Ausfuhrung einer Operation wird ein System von einem
Zustand in einen Folgezustand Uberfihrt

Unterschied zwischen den in der Mathematik und in der Informatik
betrachteten Algebren
die Operationen in Informatiksystemen sind oft wesentlich
komplizierter als die Operationen in Gruppen, Ringen, Kérpern,

Bei einer algebraischen Formel ist zu unterscheiden zwischen
dem Aufbau der Formel
dem berechneten Ergebnis

Eine fUr die Informatik wichtige Algebra ist die Boolesche Algebra

Information 12: ALGEBREN -
Uberblick

Ein Beispiel eines zu beschreibenden Informatiksystems ist das in der Kurseinheit INFORMATIK |
IM UBERBLICK [C&M-IU] eingefiihrte Ablagesystem. Operationen hierauf sind beispielsweise
das Anmelden oder das Abrufen von Inhalten. Das Beispiel zeigt bereits, dass die in der
Informatik betrachteten Operationen einen im Vergleich zu den aus der Mathematik bekannten
Operationen vielfaltiger und hoherwertiger sind.

Die Formel, die im Allgemeinen als Term bezeichnet wird, ist in einer Algebra ein zentraler
Begriff.

Die Menge der aus einer Algebra hervorgehenden Terme bildet ebenfalls eine Algebra, die so
genannte Termalgebra.

Zwischen diesen beiden Ebenen liegt eine weitere in der Informatik zu beriicksichtigende Ebene
der Realisierung. Ein Algorithmus liefert neben dem Ergebnis auch den Losungsweg, der zum
Ergebnis fiihrt. Dabei ist dieser Weg nicht zwingend eindeutig, da Gesetze (wie z.B. das
Distributivgesetz) alternative Vorgehensweisen ermoglichen. Auflerdem fithren auch
unterschiedliche Représentationen (z.B. Graph als Adjazenzmatrix oder Adjazenzliste) zu
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weiteren Alternativen der Realisierung. Daraus ergibt sich die Notwendigkeit, zwischen der
Spezifikation eines Algorithmus und dessen tatsdchlicher Realisierung sauber zu trennen.

Fiir die Informatik hat die Boolesche Algebra, auf die in diesem Kapitel ndher eingegangen
wird, eine besondere Bedeutung.

2.1 Formeln

Formeln werden gebildet auf der Grundlage von Operationen und der Signatur einer Algebra
(siehe Information 13).

www.cm-tm.uka.de/info1
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Abbildung f.A>A  f(a,,....,a,)
n-stellige Operation auf A
Operanden a, heiRen Argumente der Operation
n heilt Stelligkeit von f
n=1: unare Operation
n=2: binare Operation

Beispiel: Potenzmenge A = P(U)
U: Grundmenge
Operationen im booleschen Verband ber P(U) :

unar: h(M)= CM
binar: f(M,N) = MOUN  g(M,N) = MAN
Signatur 2=2x0urMuy@u....

fe>M™  wenn n die Stelligkeit von f ist

Information 13: Operationen, Signatur

Um eine Abbildung definieren zu konnen, wird eine Menge A von Elementen bendtigt. Aus
dieser Menge werden n Elemente herausgegriffen und auf ein Element dieser Menge abgebildet.

Die Elemente, auf der die Abbildung arbeitet, heiBen Argumente. Die Anzahl der Elemente
heif3t die Stelligkeit der Abbildung. Einstellige bzw. zweistellige Abbildungen werden als unére
bzw. bindre Operationen bezeichnet.

Beispiele fiir solche unédren bzw. bindren Operationen liefert der boolesche Verband iiber der
Potenzmenge P(U) der Grundmenge U. Die Potenzmenge P(U) beinhaltet simtliche Teilmengen
aus der Grundmenge U (inklusive der leeren Menge). Hier ist also jeweils eine Teilmenge ein
Argument der Abbildungen. Beispiel einer einstelligen, also undren Operation ist die
Komplementbildung. Beispiele fiir zweistellige Operationen im booleschen Verband sind die
Vereinigung und der Durchschnitt zweier Mengen. Diese Operationen lassen sich auf n-stellige
Operationen ausdehnen.

Mit der Signatur wird eine Notation zur Beschreibung solcher Strukturen, die aus Mengen und
darauf definierten Abbildungen bzw. Operationen entstehen, eingefiihrt. Die Signatur X ist eine
nach Stelligkeit geordnete Auflistung der Operationen.
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Boolesche Algebra
B=B(ALT,C,Vv,A)

Zugehorige Signatur
2= (LT, Cv,A)
YO={ 1} IM={C} X@={v,A}

f(m oder f/n ist eine Kurzschreibweise von f €X.(M

Operationen aus >

haben keine Argumente und liefern daher immer dasselbe
Resultatop = ¢

diese Operationen heil’en daher Konstante
es muss mindestens eine solche Operation vorhanden sein

Information 14: Beispiel einer Signatur

Ein wichtiges Beispiel einer Algebra, zu der in Information 14 die Signatur angegeben wird, ist
die Boolesche Algebra. Dabei bezeichnet A die Menge der Bezeichnungen, die in den
booleschen Ausdriicken auftreten diirfen.

Die danach folgenden Operationen lassen sich gemdll ihrer Stelligkeit in disjunkte
Operationenmengen aufteilen. Die Notation X0 liefert eine disjunkte Zerlegung der Operationen
der Signatur, wobei i die Stelligkeit der auftretenden angibt.

Im ersten Moment erscheint eine nicht endliche Anzahl von Operationen nicht sinnvoll; dieser
Sachverhalt zielt auf die konstanten Operationen = ab, die unten niher betrachtet werden.

P

Im Beispiel sind die O-stelligen Operationen der booleschen Algebra die Konstanten L
("Bottom") und T ("Top"), als einzige 1-stellige Operation tritt C ("Komplement") auf und die
zwei zweistelligen Operationen sind A ("und") und v ("oder").

Fiir f € =0 kann eine vereinfachende Kurzschreibweise verwendet werden, wie in Information
14 ausgefiihrt ist.

Die 0-stelligen "Operationen", also =, haben keine Argumente, weshalb sie immer dasselbe
Ergebnis liefern. Sie werden als Konstanten bezeichnet und sind innerhalb einer Formel bzw.
eines Terms elementare, nicht weiter zerlegbare Operanden. Warum die Menge der Konstanten
nicht leer sein darf, wird anhand der in Interaktion 11 vorgestellten Bildungsgesetze fiir Terme
deutlich.
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MAT)V CP

ist ein Beispiel einer Formel zur Signatur >, = (1,7, C,v,A)
heilRt auch Term oder Ausdruck
Operationen: Operanden:

Ein (korrekter) Term ist
(1) entweder eine Konstante a € X
(2) oder die Anwendung eines Operators f(a,b,...) mit f, wobei die

Anzahl der Operanden a,b,... der Stelligkeit von f entspricht und
jeder Operand wieder ein korrekter Term ist

Unterterm
Term, der als Argument eines anderen Terms auftritt

n-stelliger Term
Term, der durch Anwendung einer n-stelligen Operation entsteht

Interaktion 11: Formel und Term

Auf der Basis der Signatur kann jetzt der Begriff der Formel eingefiihrt werden. Formeln
bestehen aus nicht weiter zerlegbaren Operanden, die durch die in der Signatur angegebenen
Operationen unter Beriicksichtigung von deren Stelligkeit verkniipft sind. Bei der in Interaktion
11 angegebenen Beispiel-Formel ist zu beachten, dass das Element T nicht als (0-stellige)
Operation, sondern als elementarer Operand angesehen wird.

Fiir den Begriff der Formel existieren noch weitere Begriffe wie Term und Ausdruck, die
zunichst alle unterschiedslos verwendet werden. In der Beispielformel hat der elementare, nicht
weiter zerlegbare Operand T die Bedeutung, dass er das groBite Element bezeichnet.

Es gibt zwei Regeln (siche Interaktion 11), gemif derer ein korrekter Term (bzw. eine korrekte
Formel) gebildet werden kann. Im Englischen werden solche Ausdriicke als well-formed
formula (bzw. term) bezeichnet.

Diese als Operanden enthaltenen Terme werden auch als Unterterme bezeichnet. Ein Term, der
auf n solchen Untertermen und einer n-stelligen Operation aufgebaut ist, wird entsprechend als
n-stelliger Term bezeichnet.
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n-stellige Operation f wird als
Baum der Hohe 1 dargestellt C A

Wourzel wird mit dem

Operationssymbol

bezeichnet P

wird als Kantorowitsch-

Baum bezeichnet

Zusammenfligen der
einzelnen Operations-Baume

Warum gilt die Baum-
Eigenschaft?

Interaktion 12: Termdarstellung als Kantorowitsch-Baum

Terme lassen sich auch graphisch in Form von so genannten Kantorowitsch-Bdumen darstellen.
Der Autfbau dieser Baume erfolgt entlang des Termaufbaus beginnend bei den Konstanten, die

einzelne Ecken darstellen und den Operationen, die als Kantorowitsch-Bd&ume der Hohe 1
dargestellt werden.

Zur Darstellung komplexerer Terme, wie der zuvor eingefiihrten Beispiel-Term

MAT)v CP
sind Kantorowitsch-Baume zusammen zu setzen, wie in Interaktion 12 gezeigt wird. Gemall den
Ausfiihrungen im Kapitel zu den RELATIONEN (siehe Interaktion 7), erfiillen die Kantorowitsch-

Baume die an Béume gestellten Eigenschaften, wie in Interaktion 12 ndher ausgefiihrt werden
soll.

www.cm-tm.uka.de/info1
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Infix afb :

nur flr bindre Operationen """"

ZB a+b, MF\N :."...v o '.... ....... ..
beim Durchlauf durch den HON : )
Kantorowitsch-Baum werden die i
Ecken bei deren vorletzten
Besuch angeschrieben (bzw. i I i
beim ersten Besuch, falls nur Pt (T
einmal besucht) ) : - HE

e Die gepunktete Linie beschreibt den Durchlauf
Prafix fab durch der Kantorwitsch-Baum

Operationssymbol vorne
z.B.+23, CN Infix:
Anschreiben beim ersten Besuch

Préafix:
Postfix abf
Operationssymbol hinten Postfix:
z.B. AB union

Anschreiben beim letzten Besuch

Interaktion 13: Schreibweisen fiir Operationen
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Der Kantorowitsch-Baum ist auch dazu niitzlich, die verschiedenen in Interaktion 13 aufgezeigten
Schreibweisen fiir Operationen zu verdeutlichen. Jede der drei genannten wichtigsten
Schreibweisen Infix, Prafix und Postfix entspricht einer Strategie, gemil3 der die Ecken beim
Durchlauf durch den Kantorowitsch-Baum aufgeschrieben werden.

Zwei weitere Schreibweisen
Funktionsform
ahnlich der Prafix-Notation
z.B. union(X, Y)
Spezialnotation
nur flr unare Operationen
z.B. E (Komplement)

Lésungen zur Aufhebung von Mehrdeutigkeiten
Vorrangregeln zwischen Operatoren
Klammerung

Information 15: Weitere Schreibweisen und Vorrangregeln

Daneben bestehen mit der Funktionsform und den Spezialnotationen noch zwei weitere
Schreibweisen (siche Information 15). Die Funktionsform weist bzgl. der Stellung des
Operationssymbols Ahnlichkeiten mit der Prifix-Form auf. Die Spezialnotation (wozu
beispielsweise auch die Wurzelschreibweise gehort) tritt nur bei undren Operatoren auf.

Ein Beispiel fiir eine Vorrangregel ist, dass * stirker bindet als +. Zur Auflésung von
Mehrdeutigkeiten durch Klammern werden in der Informatik ausschlieBlich die runden
Klammern benutzt, da anderen Klammerformen (z.B. geschweift oder eckig) fiir andere Zwecke
genutzt werden.

2.2 Boolesche Algebra

Die boolesche Algebra ist ein vollstindiger, komplementdrer, distributiver Verband. In
Information 16 sind alle Gesetze, die in dieser Algebra mit der angegebenen Signatur gelten,
aufgefiihrt.
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Signatur der booleschen Algebra B = B (A,L,T, C,v,A)
1 ist kleinstes Element und T ist groRtes Element

Gesetze (x,y,z € A)

V1 Assoziativitat (XAY)AZ = xA(YAZ) (xvy)vz = xv (yvz)
V2 Kommutativitat XAY = YAX XVY =YvX
V3 Idempotenz XAX = X XVX=X
V4 Verschmelzung  (xvy)ax = x (XAy)vy =y
V5 Distributivitat XV (YAZ) = (xv Y)A(XVZ) XA(YVZ) = (XAY)V(XAZ)
V6 Modularitat falls x < z gilt:
XA(YVZ)= (XAY)vz
V7 Neutrales Element xa1 =1 XVL =X
XAT =X XVT =T
V8 Komplement XAnCx=1 xvCx=T
V9 Involution C(Cx)=x
V10 DeMorgan C(xay) = CxvQy C(xvy) = CxaQy

Information 16: Signatur und Gesetze der booleschen Algebra

Wegen V9 ist jedes Element xeA ein Komplement eines anderen Elements X" = CX. Hieraus
resultiert das in der booleschen Algebra geltende Dualititsprinzip.

Durch die zehn aufgefiihrten Vorschriften ist die boolesche Algebra liberspezifiziert, d.h. man
kann auch gewisse Gesetze weglassen, da sich diese zwangsldufig aus den iibrigen Gesetzen
ableiten lassen. So kann man beispielsweise zu den Vorschriften V1 bis V5 entweder jeweils das
erste oder jeweils das zweite Gesetz ersatzlos streichen.

www.cm-tm.uka.de/info1
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Die Mengenalgebra ist ein bekanntes Beispiel einer booleschen
Algebra
Gegeben: eine beliebige Menge U

(P(U),u,n, Q) ist eine boolesche Algebra und heif3t
Mengenalgebra, wenn U die Mengenvereinigung, n der
Mengendurchschnitt und € das Mengenkomplement ist

£ ist ein Mengensystem, das als eine Teilmenge (von Mengen) aus
der Potenzmenge P(U) hervorgeht
Zist eine Unteralgebra, falls diese die an eine Algebra gestellte
Anforderung erfullt

Welche Anforderung muss £ erflillen?

Bei endlicher Grundmenge A sind die Begriffe boolesche Algebra und
Mengenalgebra aquivalent

formuliert im Satz von Stone

Interaktion 14: Mengenalgebra und Unteralgebra &£

Das wohl bedeutendste und bekannteste Beispiel einer booleschen Algebra ist die
Mengenalgebra, die auf der Potenzmenge einer beliebigen endlichen Menge definiert ist und der
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die bekannten Mengenoperationen (Vereinigung, Durchschnitt, Komplement) zugrunde gelegt
sind.

Eine Unteralgebra & wird dadurch gebildet, dass aus der Potenzmenge (Menge aller
Teilmengen) nur gewisse dieser Teilmengen herausgegriffen werden. Diese Teilmenge muss
die an eine Algebra gestellte Anforderung erfiillen, nach der in Interaktion 14 gefragt wird.

Im Satz von Stone ist der Ubergang von der booleschen Algebra zur Mengenalgebra und
umgekehrt durch bijektive Abbildungen festgelegt.

www.cm-tm.uka.de/info1
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Betrachtet wird die Mengenalgebra (boolesche Algebra) Uber einer
einelementigen Grundmenge U = {a}
P(U) = {J,{a}} ist zweielementig

Diese boolesche Algebra wird mit @ = {0, L} bezeichnet
0 heiRt Nullelement, L heilRt Einselement

3 bildet die Grundlage der Aussagenlogik und aller digitalen
Codierungen und Schaltungen

Kartesisches Produkt @ = {O,L}" = B x... x B
Elementweises Ausfihren der Operationen auf den n-Tupeln
(ay,...,a,), a; € {0,L} ergibt, dass auch 3" eine boolesche Algebra
ist

Information 17: Spezielle boolesche Algebra

Die Potenzmenge einer 1-eclementigen Grundmenge besteht aus
(1) dem Nullelement, also der leeren Menge &,
(2) dem Einselement {a}, also der gesamten Grundmenge.

Aufgrund dieser speziellen Eigenschaft und der groBen Bedeutung, die gerade diese
Ausprigung einer booleschen Algebra in der Informatik hat, wird hierfiir eine spezielle
Bezeichnung 3 eingefiihrt.

Konkret bildet diese zweiwertige boolesche Algebra die Grundlage fiir die in der Kurseinheit
RECHENSTRUKTUREN [C&M-RS] behandelte Aussagenlogik sowie fiir alle digitalen
Codierungen und Schaltungen.

Die Operation des Kartesischen Produkts flihrt bei Anwendung auf die zweiwertige boolesche
Algebra @ zu n-Tupeln, wobei diese Konstruktion @' wieder eine boolesche Algebra ergibt.

AbschlieBend wird in Interaktion 15 eine wichtige Normalform zu Termen der booleschen
Algebra vorgestellt.
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Ziel ist die standardisierte Darstellung von booleschen Termen

Disjunktive Normalform
durch Disjunktionen (v) verknlpfte Teilterme

Teilterme bestehen aus durch Konjunktionen (A) verknupften negierten
oder nicht-negierten Elementen

Beispiel: @Aabac)v(Can Cbac)v(Canba Cc)v(an Cba Cc)

Konjunktive Normalform

Konjunktion von Teiltermen, die aus disjunktiv verknipften negierten
oder nicht-negierten Elementen zusammengesetzt sind

Beispiel: (av bv ¢c)A(Cav Cbve) = f(a, b,c)
a |o|lojo|o|L|L|L|L
b |o|Oo|L|L|O|O|L|L
Wertetabelle: c lolLlolLlolLlolL

-

Interaktion 15: Disjunktive und konjunktive Normalform

Die disjunktive Normalform erhélt ihren Namen aufgrund der durch Disjunktionen (also durch
die v-Operationen) verbundenen Teiltermen. Die von der Normalform zu erfiillende
Anforderung steckt dabei in der scharfen Restriktion der disjunktiv verkniipften Teilterme. Es
wird ndmlich von jedem Term verlangt, dass

e ausschlieBlich die Konjunktion (also die A-Operation) sowie die Negation auftreten darf und
e keine weiteren geklammerten Teilterme enthalten sein diirfen, d.h. der Teilterm
ausschlieBlich aus Elementen aufgebaut sein darf.

Die konjunktive Normalform ist die duale Form der disjunktiven Normalform, d.h. es handelt
sich um eine Konjunktion von Teiltermen, die aus disjunktiv verkniipften negierten oder nicht-
negierten Elementen zusammengesetzt sind.

Die Beispiele verdeutlichen den Aufbau einer disjunktiven bzw. konjunktiven Normalform.
Anhand der auszufiillenden Wertetabelle kann man sich den Zusammenhang zwischen den
Normalformen und dem Werteverlauf von "normalisierten" booleschen Termen klar machen.

Algebren entsprechen in der Informatik den Rechenstrukturen. Dieser Zusammenhang wird in
der Kurseinheit RECHENSTRUKTUREN [C&M-RS] aufgegriffen und am Beispiel verschiedener
fiir die Informatik besonders wichtigen Algebren verdeutlicht.
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VERZEICHNISSE

Abkurzungen und Glossar

Abkiirzung
oder Begriff

Adjazenzmatrix

Algebra

Algebraische

Abgeschlossenheit

Baum
(ungerichtet)

Boolesche
Algebra

Dualititsprinzip

Einselement

Grad

Graph

Halbgruppe

Kantorowitsch-
Baum

Konkatenation

Monoid
Relation

Info1-Team (Prof. Abeck)
Universitat Karlsruhe (TH)

Langbezeichnung
und/oder Begriffserklirung

Eine Matrix, durch die ein Graph reprisentiert wird. Die Zeilen- und
Spaltenzahl entspricht dabei der Knotenzahl des Graphen. Die Zeilen und
Spalten der Matrix sind mit den Ecken indiziert. Der Wert eines
Adjazenzmatrix-Elements (i, j) bestimmt, ob eine Kante zwischen Ecke i
und Ecke j besteht (Wert 1) oder nicht (Wert 0).

Ein Tripel bestehend aus (Tragermenge, Operationen, Gesetze).

Das Ergebnis der Anwendung einer Operation der Algebra auf Elemente
der Tragermenge liefert wieder ein Element der Trigermenge.

Graph, der die Eigenschaften der Zyklenfreiheit und des Zusammenhéingens
erfullt.

Eine fiir die Informatik besonders wichtige Algebra. Es handelt sich hierbei
um einen vollstdndigen, komplementéren, distributiven Verband.

Prinzip, dass in einer Algebra gilt, falls jedes ihrer Gesetz doppelt auftritt.
Das duale Gesetz erhdlt man durch Ersetzen einer Operation gegen sein
duales Gegeniiber.

Ein Element ¢, fiir das gilt:
(Hexa=a

(2Q)a=axeg

Synonymer Begriff: Neutrales Element

Angabe zu einem Graphen, der die Anzahl der Kanten angibt, die von der
Ecke ausgehen bzw. zu dieser Ecke fiihren.

Anschauliche Darstellung einer Relation in Form von Ecken und den
bestehenden Beziehungen zwischen den Ecken. Die Begriffe ‘Relation’ und

‘Graph’ werden in der Informatik weitgehend synonym verwendet.

Eine spezielle Algebra mit der Konkatenation als einziger Operation, in der
das Assoziativgesetz gilt.

Baum, durch der den Aufbau eines Terms in Teilterme dargestellt wird.

Bezeichnung einer Operation, durch die zwei Elemente (i.d.R.
Zeichenketten) verkettet werden.

Halbgruppe, in der es ein Einselement gibt.

Liefert den grundlegenden Formalismus, Beziehungen zwischen
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Gegenstianden zu beschreiben.

Schlinge Ein Zyklus der Lénge 1.
UML Unified Modeling Language

Sprache, die aus graphischen Elemente zur semi-formalen Beschreibung
von  beliebigen  Gegenstinden (z.B.  Software-Systeme  oder
Geschiftsbereiche) besteht.

Wald Graph, der die Eigenschaft der Zyklenfreiheit, nicht aber die Eigenschaft
(ungerichtet) des Zusammenhingens erfiillt.
Weg Ein Kantenzug mit einer Folge von Kanten, bei denen die Eingangsecke der

einen Kante mit der Ausgangsecke der anderen Kante iibereinstimmen.

Zyklus Ein spezieller Weg ist der Zyklus oder Kreis, der an der Ecke endet, an der
er beginnt.
Synonymer Begriff: Kreis

Index

Adjazenzmatrix 16 Halbgruppe 3

Algebra 3 Kantorowitsch-Bdumen 24
algebraischen Abgeschlossenheit 3 Konkatenation 3

Béume 12 Monoids 4

Dualitétsprinzip 26 Relation 6
Godelnummerierung 4 Unified Modeling Language 2
Grad 10 Wald 12

Informationen und Interaktionen

Information 1: ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN .......c.coiiiiiieieiceeeeeee et 2
Information 2: RELATIONEN - UDEIBLCK. ..........o.oviveveeeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeee e 2
Information 3: Halb@rupPe . .....c.cooieiiiiiieieee ettt ettt ettt ettt st 3
Information 4: Relationen und Graphen............ccviiiiiiiiiiiiiiicciie e e 6
Information 5: Graphische Darstellung eines endlichen gerichteten Graphen............c..ceeeveeneen. 8
Information 6: Weg Und ZyKIUS .......c.ccccvevieriieiieeieeie ettt sre e se e e enne 11
Information 7: Auspragungen von markierten Graphen ..........ccccoccveevcieeeciienciieecie e ecee e 14
Information 8: Reprisentation von Relationen und Graphen...........ccoccevveeiieieevieeneenienneeneen, 16
Information 9: AdJAZENZIMALIIX .......ccverierieiieiieeieerieesee e resreebeeseesseesseessnesssessseenseessaesseennns 17
Information 10: Berechnung der reflexiven transitiven Hille ...........ccooceviiniiiniiniinenee, 19
Information 11: Warshall-AlgorthmUS.........c..oouiiiiiii et 19
Information 12: ALGEBREN - UbBEIbIICK..........c.cvouevieeeeieceeieeceeeeeeeeeeseeese e 20
Information 13: Operationen, SIZNALUT .........c.cccveereereerieerireereesreesseeseesaesreeseesseesseessaesssessseanns 21
Information 14: Beispiel €iner SIgnatur............ccoovieiieiiiiiiieieee et 22
Information 15: Weitere Schreibweisen und Vorrangregeln..........cccoeeveeevieeeiienieeecieeenreesneens 25
Information 16: Signatur und Gesetze der booleschen Algebra..........c.cccceeevievievienieniieeieennn, 26
Information 17: Spezielle boolesche AlZebra..........cccvvviviieiiieiieieeece e 27
Interaktion 13 MOMNOIA .....oouieiiiieeieie ettt ettt ettt et st e e bt seeseeeneeteseeeneens 4
Interaktion 2: Monoid U* fiber Monoid X¥........cooiiiiiiiiiiiiii ettt st 5
Interaktion 3: Gerichteter GIaph ..........ccccvieiiiiieiicieceeeesee sttt sreestee s ebesrvessne e 7
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Interaktion 4: Ungerichteter Graph ..........cccooviiiiiiiiiiciieiesee et saeseressveesbeenneens 8
Interaktion 5: Teilgraph und dualer Graph............ccoecieeieiienieiieeie e 9
Interaktion 6: Grad €iner ECKe .........ccoiiiiiiiiii e 10
Interaktion 7: Spezielle Graphen im Zusammenhang mit ZyKIen............ccoccevireenencnnenencnee. 12
Interaktion 8: Gerichtete Walder und BAUME............cocoeiiiiiiiiiiiiieeeeee e 13
Interaktion 9: Markierter Graph ...........ccooiiiiieiiieieeeesee et 14
Interaktion 10: Reflexive transitive Hiille eines Graphen............ccccceeveiiiiiiicieiciiecnieeeee e 18
Interaktion 11: Formel und T .........ceoiiiiiiieiieee et 23
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