


13 QUANTITATIVE ASPEKTE VON
ALGORITHMEN

13.1 RESSOURCENVERBRAUCH BEI BERECHNUNGEN

Wir haben in Einheit 12 mit ersten Graphalgorithmen damit begonnen, festzustel-
len, wieviele arithmetische Operationen bei der Ausfiihrung eines Algorithmus
fiir eine konkrete Probleminstanz ausgefiihrt werden. Zum Beispiel hatten wir an-
gemerkt, dass bei der Addition zweier n x n-Matrizen mittels zweier ineinander
geschachtelten for-Schleifen n?> Additionen notwendig sind. Das war auch als ein
erster Schritt gedacht in Richtung der Abschdtzung von Laufzeiten von Algorith-
men.

Rechenzeit ist wohl die am hdufigsten untersuchte Ressource, die von Algorith-
men ,verbraucht” wird. Eine zweite ist der Speicherplatzbedarf. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch von Komplexititsmaflen. Sie sind Untersuchungsge-
genstand in Vorlesungen tiber Komplexitdtstheorie (engl. computational complexity)
und tauchen dariiber hinaus in vielen Gebieten (und Vorlesungen) zur Beurteilung
der Qualitdt von Algorithmen auf.

Hauptgegenstand dieser Einheit wird es sein, das wichtigste Handwerkszeug
bereitzustellen, das beim Reden iiber und beim Ausrechnen von z.B. Laufzeiten
hilfreich ist und in der Literatur immer wieder auftaucht, insbesondere die soge-
nannte Grof3-O-Notation.

Dazu sei als erstes noch einmal explizit daran erinnert, dass wir in Einheit 6
zum informellen Algorithmusbegriff festgehalten haben, dass ein Algorithmus fiir
Eingaben beliebiger Grofie funktionieren sollte: Ein Algorithmus zur Multiplikati-
on von Matrizen sollte nicht nur fiir 3 x 3-Matrizen oder 42 x 42-Matrizen funk-
tionieren, sollte fiir Matrizen mit beliebiger Grofie n x n. Es ist aber ,irgendwie
klar”, dass dann die Laufzeit keine Konstante sein kann, sondern eine Funktion
ist, die zumindest von n abhdngt. Und zum Beispiel bei Algorithmus 12.2 zur Be-
stimmung der Wegematrix eines Graphen hatte auch nichts anderes als die Grofie
Einfluss auf die Laufzeit.

Aber betrachten wir als ein anderes Beispiel das Sortieren von Zahlen und
z.B. den Insertionsort-Algorithmus aus der Programmieren-Vorlesung, den wir in
Algorithmus 13.1 noch mal aufgeschrieben haben. Wie oft die for-Schleife in der
Methode insert ausgefiihrt wird, hiangt nicht einfach von der Problemgrofie n =
a.length ab. Es hangt auch von der konkreten Probleminstanz ab. Selbst bei gleicher
Zahl n kann die Schleife unterschiedlich oft durchlaufen werden: Ist das Array a
von Anfang an sortiert, wird die while-Schleife tiberhaupt nicht ausgefiihrt. Ist es
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genau in entgegengesetzter Richtung sortiert, wird ihr Schleifenrumpf insgesamt
y=li=n(n—1)/2 mal ausgefiihrt.
public class InsertionSort {
public static void sort(long] ] ) {
for (inti <« 1; i <alength; i+ +) {
insert(a, i);
}
)

private static void insert(long| | a, int idx) {
// Tausche a[idx] nach links bis es einsortiert ist
for (inti < idx;i > 0and a[i — 1] > a[i]; i — —) {
long tmp < ali — 1];
ali — 1] < ali];
ali] < tmp;
}
}
}

Algorithmus 13.1: Insertionsort aus der Vorlesung ,Programmieren”

Meistens ist es aber so, dass man nicht fiir jede Probleminstanz einzeln ange-
ben will oder kann, wie lange ein Algorithmus zu seiner Losung benétigt. Man
beschrankt sich auf eine vergrobernde Sichtweise und beschreibt z. B. die Laufzeit
nur in Abhédngigkeit von der Problemgrofie n. Es bleibt die Frage zu kldren, was
man dann angibt, wenn die Laufzeit fiir verschiedene Instanzen gleicher Grofse
variiert: Den Durchschnitt? Den schnellsten Fall? Den langsamsten Fall?

Am weitesten verbreitet ist es, als Funktionswert fiir jede Problemgrofie n den
jeweils schlechtesten Fall (engl. worst case) zu nehmen. Eine entsprechende Ana-
lyse eines Algorithmus ist typischerweise deutlich einfacher als die Berechnung
von Mittelwerten (engl. average case), und wir werden uns jedenfalls in dieser Vor-
lesung darauf beschranken.

13.2 GROSS-O-NOTATION
Die Aufgabe besteht also im allgemeinen darin, bei einem Algorithmus fiir jede

mogliche Eingabegrofie n genau anzugeben, wie lange der Algorithmus fiir Pro-
bleminstanzen der Grofse n im schlimmsten Fall zur Berechung des Ergebnisses
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benotigt. Leider ist es manchmal so, dass man die exakten Werte nicht bestimmen
will oder kann.

Dass man es nicht will, muss nicht unbedingt Ausdruck von Faulheit sein.
Vielleicht sind gewisse Ungenauigkeiten (die man noch im Griff hat) fiir das Ver-
standnis nicht nétig. Oder die genauen Werte hidngen von Umstidnden ab, die sich
ohnehin ,bald” d&ndern. Man denke etwa an die recht schnelle Entwicklung bei
Prozessoren in den vergangenen Jahren. Dass ein Programm fiir gewisse Einga-
ben auf einem bestimmten Prozessor soundso lange braucht, ist unter Umstinden
schon nach wenigen Monaten uninteressant, weil ein neuer Prozessor viel schnel-
ler ist. Das muss nicht einfach an einer hoheren Taktrate liegen (man konnte ja
auch einfach Takte zdhlen statt Nanosekunden), sondern z.B. an Verbesserungen
bei der Prozessorarchitektur.

Dariiber hinaus kann man die Laufzeit eines Algorithmus mitunter gar nicht
exakt abschdtzen. Manchmal kénnte man es vielleicht im Prinzip, aber man ist
zu dumm. Oder die vergrobernde Darstellung nur der schlechtesten Fille fiihrt
eben dazu, dass die Angabe fiir andere Fille nur eine obere Schranke ist. Oder
man erlaubt sich bei der Formulierung von Algorithmen gewisse Freiheiten bzw.
Ungenauigkeiten, die man (vielleicht wieder je nach Prozessorarchitektur) unter-
schiedlich bereinigen kann, weil man eben an Aussagen interessiert ist, die von
Spezifika der Prozessoren unabhangig sind.

Damit haben wir zweierlei angedeutet:

e Zum einen werden wir im weiteren Verlauf dieses Abschnittes eine Formu-
lierungshilfe bereitstellen, die es erlaubt, in einem gewissen iiberschaubaren
Rahmen ungenau tiber Funktionen zu reden.

e Zum anderen werden wir in einer spdteren Einheit auf Modelle fiir Rechner
zu sprechen kommen. Ziel wird es sein, z. B. tiber Laufzeit von Algorithmen
in einer Weise reden zu kénnen, die unabhingig von konkreten Auspragun-
gen von Hardware sind und trotzdem noch aussagekriftig ist.

13.2.1 Ignorieren konstanter Faktoren

Wie ungenau wollen wir tiber Funktionen reden?

Ein erster Aspekt wird dadurch motiviert, dass man das so tun mochte, dass
z.B. Geschwindigkeitssteigerungen bei Prozessoren irrelevant sind. Etwas genau-
er gesagt sollen konstante Faktoren beim Wachstum von Funktionen keine Rolle
spielen.

Wir bezeichnen im folgenden mit R, die Menge der positiven reellen Zahlen
(also ohne 0) und mit Ra“ die Menge der nichtnegativen rellen Zahlen, also Rj =
R4 U {0}. Wir betrachten Funktionen f : Ny — R
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Wir werden im folgenden vom asymptotischen Wachstum oder auch grofienord-
nungsmifiigen Wachstum von Funktionen sprechen (obwohl es das Wort ,, grofien-
ordnungsmaéfiig” im Deutschen gar nicht gibt — zumindest steht es nicht im Du-
den; betrachten wir es als Terminus technicus). Eine Funktion g : No — RJ wichst
griflenordnungsmifig genauso schnell wie eine Funktion f : Ng — R, wenn gilt:

Je,d €Ry g €Np:Vn >mng:cf(n) < g(n) <df(n).

Wir schreiben in diesem Fall auch f =< g oder f(n) < g(n). Zum Beispiel gilt
3n? < 10~2n%. Denn einerseits gilt fiir c = 1073 und ny = 0:

Vn > ng:cf(n) =107°-3n% < 10 %n® = g(n)
Andererseits gilt z. B. fiir ¢ =1 und ny = 0:
Vn > np:g(n) = 10721 < 3n = ¢'f(n)

Die eben durchgefiihrte Rechnung ldsst sich leicht etwas allgemeiner durchfiihren.
Dann zeigt sich, dass man festhalten kann:

13.1 (Rechenregel) Fiir alle f : Ng — R] gilt:

Va,b € Ry taf(n) <bf(n)

Damit kénnen wir uns als zweites Beispiel f(n) = n® +5n% und g(n) = 3n®> —n
ansehen und nun schon recht leicht einsehen, dass f < g ist. Denn einerseits ist fiir
n > 0 offensichtlich f(n) = n®+5n> < n®+5n = 6n® = 9> —3n3 <9n® —3n =
3(3n% — n) = 3¢(n). Andererseits ist g(n) = 3n® —n < 3n® < 3(n® + 5n2) = 3f(n).
Es gibt auch Funktionen, fiir die f < g nicht gilt. Als einfaches Beispiel betrach-
ten wir f(n) = n? und g(n) = n®. Die Bedingung g(n) < ¢/f(n) aus der Definition
ist fir f(n) # 0 gleichbedeutend mit g(n)/f(n) < ¢’. Damit f =< g gilt, muss
insbesondere g(n)/f(n) < ¢’ fiir ein ¢’ € R4 ab einem ny fiir alle n gelten. Es ist
aber g(n)/f(n) = n, und das kann durch keine Konstante beschrankt werden.
Mitunter ist eine graphische Darstellung niitzlich. In Abbildung 13.1 sieht man
zweimal die gleiche Funktion f(x) fiir den gleichen Argumentbereich geplottet.
Auf der linken Seite sind beide Achsen linear skaliert. Auf der rechten Seite ist
die y-Achse logarithmisch skaliert. In einer solchen Dartstellung erhdlt man den
Graph fiir cf(x) aus dem fiir f(x) durch Verschieben um log(c) nach oben. Fiir
eine Funktion g(x) mit g(x) =< f(x) muss gelten, dass, von endlich vielen Aus-
nahmen abgesehen, fiir ,fast” alle n € Ny gilt: c¢f(n) < g(n) < ’f(n). Auf die
graphische Darstellung tibertragen bedeutet das, dass der Graph fiir g fast tiberall

gbi:skript:13 122 (© worsch 2008-2011



300 |- p
102 ;
' f(x) i
200 |- : -
101 ;
100} £(x) 100 |
| | Cf\(x) I
1071 | | | |
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Abbildung 13.1: Zweimal die gleiche Funktion f(x) und zwei Schranken cf(x)
und ¢’f(x); links Darstellung mit linear skalierter y-Achse, rechts mit logarith-
misch skalierter y-Achse
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Abbildung 13.2: Zweimal die gleiche Funktion g(x), die ab n > 4 durch cf(n) und
' f(n) beschrankt ist.

in dem farblich hinterlegten ,Schlauch” um f liegen muss. In Abbildung 13.2 ist
ein Beispiel dargestellt.

Wer mit Grenzwerten schon vertraut ist, dem wird auch klar sein, dass z.B.
nicht n2 =< 2" ist: Da lim,_, 2" /1% = oo ist, ist offensichtlich nicht fiir alle grofsen
n die Ungleichung 2" < c'n? erfiillbar. Man kann sich das aber auch ,zu Fuf3”
tiberlegen: Fiir die Folge von Zahlen n; = 272 gilt:

Vi€ Ng: 2" > 4'n?

gbi:skript:13 123 (© worsch 2008-2011



Der Induktionsanfang ist klar und es ist
2t = 22 = 22" > Alnd 42 > 4l 16 = 414 -dnf = 4T nf

Also kann nicht fiir alle groen n gelten: 2" < cn?.

Das Zeichen < erinnert an das Gleichheitszeichen. Das ist auch bewusst so
gemacht, denn die Relation < hat wichtige Eigenschaften, die auch auf Gleichheit
zutreffen:

13.2 Lemma. Die Relation = ist eine Aquivalenzrelation.

13.3 Beweis. Wir iiberpriifen die drei definierenden Eigenschaften von Aquivalenzre-
lationen (siehe Abschnitt 11.2.1).
e Reflexitvitit: Es ist stets f < f, denn wenn man ¢ = ¢’ = 1 und ny = 0 wihlt,
dann gilt fiir n > ng offensichtlich ¢f(n) < f(n) < 'f(n).
o Symmetrie: Wenn f =< g gilt, dann auch ¢ < f: Denn wenn fiir positive
Konstanten ¢, ¢’ und alle n > ng

cf(n) <g(n) < c'f(n)

gilt, dann gilt fiir die gleichen n > np und die ebenfalls positiven Konstanten
d=1/cund d =1/c":

d'g(n) < f(n) < dg(n)

e Transitivitit: Wenn f =< g ist, und ¢ < h, dann ist auch f =< h: Es gelte fiir
Konstanten ¢, ¢’ € R, und alle n > ny

ef(n) < gln) < ' f(n)
und analog fiir Konstanten d,d" € Ry und alle n > n;

dg(n) < h(n) < d'g(n) .
Dann gilt fiir alle n > max(ng, ny)

dcf (n) < dg(n) < h(n) < d'g(n) < d'f(n),

wobei auch die Konstanten dc und d’c’ wieder positiv sind.
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Es ist tiblich, fiir die Menge aller Funktionen, die zu einer gegebenen Funktion
f(n) im Sinne von < dquivalent sind, ©(f) bzw. ®(f(n)) zu schreiben. Also:

O(f)={slf=g}
={¢|3Je,d ERy:TImyeNy:Vn>mng:cf(n) <gn) <cf(n)}

Aus Rechenregel 13.1 wird bei Verwendung von ©:

13.4 (Rechenregel) Fiiralle f : Ny — R und alle Konstanten a,b € Ry gilt: © (af(n)) =

© (bf(n)).

13.2.2 Notation fiir obere und untere Schranken des Wachstums

In Féllen wie der unbekannten Anzahl von Durchldufen der while-Schleife in Al-
gorithmus 13.1 geniigt es nicht, wenn man konstante Faktoren ignorieren kann.
Man kennt nur den schlimmsten Fall: Z;"ll i = n(n —1)/2. Dementsprechend ist
im schlimmsten Fall die Laufzeit in © (n?); im allgemeinen kann sie aber auch
kleiner sein. Um das bequem ausdriicken und weiterhin konstante Faktoren igno-

rieren zu konnen, definiert man:

O(f(n)) ={gn) | Ic € Ry :Inyg € No: Vn > ng : g(n)
Q(f(n))={g(n)|Ic€Ry:3Ing € Ng:Vn >ng:g(n)

Man schreibt gelegentlich auch

¢ =< ffallsg e O(f)
g > ffalls g € Q(f)

und sagt, dass g asymptotisch hichstens so schnell wie f wéchst (falls g < f) bzw.
dass g asymptotisch mindestens so schnell wie f wéchst (falls g > f).
Betrachten wir drei Beispiele.
e Esist 10°7 € O (10"4%), denn fiir ¢ = 10" ist fiir alle n > 0: 10917 <
c-107%8.

Dieses Beispiel soll noch einmal deutlich machen, dass man in O (-) usw.
richtig grofSe Konstanten , verstecken” kann. Ob ein hypothetischer Algorith-
mus mit Laufzeit in O (1n®) in der Praxis wirklich tauglich ist, hingt durchaus
davon ab, ob die Konstante ¢ bei der oberen Schranke cn® eher im Bereich
100 oder im Bereich 10% ist.
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e Mitunter trifft man auch die Schreibweise O (1) an. Was ist das? Die Definiti-
on sagt, dass das alle Funktionen g(#n) sind, fiir die es eine Konstante ¢ € Ry
gibt und ein 1y € Ny, so dass fiir alle n > ng gilt:

gn)<c-l=c

Das sind also alle Funktionen, die man durch Konstanten beschranken kann.
Dazu gehoren etwa alle konstanten Funktionen, aber auch Funktionen wie

3 + sin(n). (So etwas habe ich aber noch nie eine Rolle spielen sehen.)

e Weiter vorne hatten wir benutzt, dass der Quotient n?/#n nicht fiir alle hin-
reichend grofien n durch eine Konstante beschrankt werden kann. Also gilt
nicht n?> < n. Andererseits gilt (machen Sie sich das bitte kurz klar) n < n2.
Die Relation = ist also nicht symmetrisch.

Allgemein gilt fiir positive reelle Konstanten 0 < a < b, dass n® < n? ist,
aber nicht n® < n?. Ebenso ist fiir reelle Konstanten 2 und b, die beide echt
grofler 1 sind, n* < b" aber nicht b" < n“.

Man muss nur in der Ungleichung ¢(n) < cf(n) die Konstante auf die andere
Seite bringen und schon kann man sich davon iiberzeugen, dass gilt:

13.5 (Rechenregel) Fiir alle Funktionen f : Ng — R und g : Ng — R gilt:

g(n) € O(f(n)) = f(n) € A(g(n)), also g=f=frg
Man kann auch zeigen:

O (f(n)) =0O(f(n)) NQ(f(n))
also IXf<=gfAg=f

13.2.3 Die furchtbare Schreibweise

Damit Sie bei Lektiire von Biichern und Aufsidtzen alles verstehen, was dort mit
Hilfe von © (-), O (-) und Q) (-) aufgeschrieben steht, miissen wir Ihnen nun leider
noch etwas mitteilen. Man benutzt eine (unserer Meinung nach) sehr unschone
(um nicht zu sagen irrefithrende) Variante der eben eingefiihrten Notation. Aber
weil sie so verbreitet ist, muten wir sie Ihnen zu. Man schreibt namlich

g(n) =0(f(n)) statt g(n) € O(f(n)) ,
gn) =0(f(n)) statt g(n) € O(f(n)) ,
g(n) =Q(f(n)) statt g(n) € Q(f(n)) .

Die Ausdriicke auf der linken Seite sehen zwar aus wie Gleichungen, aber es sind
keine! Lassen Sie daher bitte immer grofie Vorsicht walten:
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13.6

e Es ist falsch, aus g¢(n) = O(f1(n)) und g(n) = O(f2(n)) zu folgern, dass

O (f1(1)) = O (f2(n)) ist.
e Es ist falsch, aus g1(n) = O(f(n)) und g2(n) = O(f(n)) zu folgern, dass

81(n) = ga(n) ist.
Noch furchtbarer ist, dass manchmal etwas von der Art O (g) = O (f) geschrieben

wird, aber nur die Inklusion O (g) C O (f) gemeint ist.

Auch Ronald Graham, Donald Knuth und Oren Patashnik sind nicht begeistert,
wie man den Ausfithrungen auf den Seiten 432 und 433 ihres Buches Concrete
Mathematics (Graham, Knuth und Patashnik 1989) entnehmen kann. Sie geben vier
Griinde an, warum man das doch so macht. Der erste ist Tradition; der zweite ist
Tradition; der dritte ist Tradition. Der vierte ist, dass die Gefahr, etwas falsch zu
machen, oft eher klein ist. Also dann: toi toi toi.

13.2.4 Rechnen im O-Kalkiil

Ist g1 < fiund g» <X f», dannist auch g1 + g2 = f1 + f2. Ist umgekehrt ¢ < f1 + f>,
dann kann man g in der Form g = g1 + g2 schreiben mit g; < f; und g» < f». Das
schreiben wir auch so:

Lemma. Fiir alle Funktionen fi, f, : Ng — Rg gilt:

O(f1) +O(f2) =0 (f1+ f2)

Dabei muss allerdings erst noch etwas definiert werden: die ,Summe” von Men-
gen (von Funktionen). So etwas nennt man manchmal Komplexoperationen und
definiert sie so: Sind M; und M, Mengen von Elementen, die man addieren bzw.
multiplizieren kann, dann sei

Ml"‘Mz:{gl-f—gz‘g]GM]/\g2€M2}
Mi-My={g1-82181 € M1 Ag2 € Mp}

Fiir Funktionen sei Addition und Multiplikation (natiirlich?) argumentweise defi-
niert. Dann ist z. B.

O (n’) +0 (1n*) = {g1(n) + g2(n) | g1 € O (n*) Ag2 € O (n*)}

z.B.
(2n —n?) +7n* = 2n° + 6n* € O (n°) + O (n°)

Wenn eine der Mengen M; einelementig ist, ldsst man manchmal die Mengenklam-
mern darum weg und schreibt zum Beispiel bei Zahlenmengen

statt {3} -No+ {1} kiirzer  3Np+1
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oder bei Funktionenmengen
statt {n*} + 0O (n?) kirzer  n®+0 (n?)

Solche Komplexoperationen sind tiibrigens nichts Neues fiir Sie. Die Definition
des Produkts formaler Sprachen passt genau in dieses Schema (siehe Unterab-
schnitt 5.2.1).

13.7 Beweis. (von Lemma 13.6) Wir beweisen die beiden Inklusionen getrennt.
»C"”: Wenn g1 € O(f1), dann existiert ein ¢; € R} und ein ng, so dass fiir alle
n > ng gilt: g1(n) < c1fi(n). Und wenn g € O(f2), dann existiert ein
c2 € Ry und ein ngp, so dass fiir alle n > ng, gilt: g2(n) < cafa(n).
Folglich gilt fiir alle n > np = max(np1, no2) und fiir ¢ = max(cy,c2) €
Ra' :

g1(1n) + g2(n) < c1fi(n) +c2fa(n)
< cfi(n) +cfa(n)
= c(f1(n) + f2(n))

»2": Wenn ¢ € O(f1 + f2) ist, dann gibt es ¢ € R} und ein 1y, so dass fiir alle
n = ng gilt: g(n) < c(f1(n) + f2(n)).
Man definiere nun eine Funktion g; : Ng — Rar vermoge
g(n) falls g(n) < cfy(n)
g1(n) =
cfr(n) falls g(n) > cfi(n)
Dann ist offensichtlich g1 € O (f1).

Auflerdem ist g1(n) < g(n) und folglich g»(n) = g(n) — g1(n) stets gro-
Ber gleich 0. Behauptung: g» € O (f2). Sei n > ng. Dann ist

g2(n) = g(n) — g1(n)

B {O falls g(n) < cfi(n)
 8(n) —chi(n) falls g(n) > cfi(n)
< {0 falls ¢(n) < cfi(n)
-~ Le(fi(n) + fa(n)) —cfi(n)  falls g(n) > cfi(n)

cfa(n) falls g(n) > cf1(n)
< sz(n) ’
also g2 € O(f2). Alsoist g =g1+ g2 € O(f1) +O(f2).

_ {0 falls g(n) < cfi(n)
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13.8 (Rechenregel) Wenn g; < f; ist, und wenn g1 < g und f; < f;, dann gilt auch
0 = f

13.9 (Rechenregel) Wenn ¢ < f ist, also g € O(f), dann ist auch O (g) € O(f) und
O(g+f)=0(f)

Es gibt noch eine Reihe weiterer Rechenregeln fiir O () und auflerdem &hnliche
fir ©(-) und Q(-) (zum Beispiel Analoga zu Lemma 13.6). Wir verzichten hier
darauf, sie alle aufzuzihlen.

13.3 MATRIXMULTIPLIKATION

Wir wollen uns nun noch einmal ein bisschen genauer mit der Multiplikation von
n X n-Matrizen beschiftigen, und uns dabei insbesondere fiir

e die Anzahl N,4;(n) elementarer Additionen ist und

e die Anzahl N,,,;(n) elementarer Multiplikationen
interessieren. Deren Summe bestimmt im wesentlichen (d.h. bis auf konstante
Faktoren) die Laufzeit.

13.3.1 Riickblick auf die Schulmethode

Die , Schulmethode” fiir die Multiplikation von 2 x 2-Matrizen geht so:

b1 b1z

bx b2
ay1  ai | aptbin +apby  anbi + apbxn
ax1 ax | axbir +axnby  axbip + anbxn

Wie man sieht ist dabei

e Nyi(2) =2%2.2=8und

e Ny(2)=22-(2-1) =4
Wenn n gerade ist (auf diesen Fall wollen uns im folgenden der einfacheren Ar-
gumentation wegen beschranken), dann ist die Schulmethode fiir n x n Matrizen
dquivalent zum Fall, dass man 2 x 2 Blockmatrizen mit Blocken der Grofse n/2
vorliegen hat, die man nach dem gleichen Schema wie oben multiplizieren kann:

B Bz

Bxn By
A11B11 + A12Ba1 A1Bio + ApeBa
A21B11 + AnBy1 A2 Bio + A2Bx

Al Anp
Ay Ax
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Das sind 4 Additionen von Blockmatrizen und 8 Multiplikationen von Blockmatri-
zen. Die Anzahl elementarer Operationen ist also

o mult(”) =8 Nmult(n/z) und

® Nuai(1) =8 Nyga(n/2) +4- (n/2)* = 8- Noaa(n/2) + n.
Wir betrachten den Fall n = 2* (die anderen Fille gehen im Prinzip dhnlich). Dann
ergibt sich aus N,,;; (1) = 8- Ny (n/2):

8 Nyur(25°1) =88 Nyt 252 = -+ - = 8- Nppu (1)
_ 8k _ 810g2(n) _ 2310g2(n) _ zlogz(n)~3 —n3

Dass man statt der Piinktchen einen Induktionsbeweis fithren kann, ist Ihnen in-
zwischen klar, richtig?
Aus Nygg(n) = 8- Nyga(n/2) + n? ergibt sich analog:

Naaa(2°) = 8- Npga (2°71) + 4*
=8-8-Nyy(2F2) +8-41 pak=...
=8-8-Nyg(2¥2) 42454 =...
= 8 Nyaa(2°) + (27 - 41) 4F =
=2k.4k. 04 (2F—1).4F =

:2k'4k—4k:7’l3—7’l2

13.3.2 Algorithmus von Strassen

Nun kommen wir zu der Idee von Strassen (1969). Er hat bemerkt, dass man die
Blockmatrizen C;; des Matrixproduktes auch wie folgt berechnen kann:

My = (A1 + A2)(B11 + B)
My = (A21 + A22)Bn
M3 = A11(B12 — B2)
My = Az (B — Bi1)
Ms = (A1 + Apz) B
Mg = (A1 — A11)(B11 + Br2)
M7 = (A2 — A2)(Ba1 + Bx)

und dann
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Ci=M;+My— Ms+ My
Cip = M3 + Ms
Con = Mo+ My
Cpn = My — Mz + M3 + M

Das sieht erst einmal umstdndlicher aus, denn es sind 18 Additionen von Blockma-
trizen statt nur 4 bei der Schulmethode. Aber es sind nur 7 Multiplikationen von
Blockmatrizen statt 8! Und das zahlt sich aus, denn im Gegensatz zum skalaren
Fall sind Multiplikationen aufweniger als Additionen. Fiir die Anzahl elementarer
Operationen ergibt sich:

i mult(”) =7 Nmult(n/z)

e Nyi(n) =7 -Nya(n/2) +18 - (n/2)?> =7 Nya(n/2) + 4.5 - n?
Fiir den Fall n = 2 ergibt sich:

Nmult(zk) =7 Nmult(zkil) =77 Nmult(zkiz) =... =7k Nt (1)
— 7k 710g2(n) — plog, 7-log,(n) _ 110827~y ,2:807...

Analog erhilt man auch fiir die Anzahl der Additionen N, (n) € ©(n'°8:7).
Die Gesamtzahl elementarer arithmetischer Operationen ist also in @(n!°%:7) +
@(nlog2 7) — @(nlog27) ~ @(1’[2'807"').

Es gibt sogar Algorithmen, die asymptotisch noch weniger Operationen bend-
tigen. Das in dieser Hinsicht beste Ergebnis stammt von Coppersmith und Wino-
grad (1990), die mit O (n>36-) elementaren arithmetischen Operationen auskom-
men. Auch dieses Verfahren benutzt wie das von Strasse eine Vorgehensweise, die
man in vielen Algorithmen wiederfindet: Man teilt die Probleminstanz in kleinere
Teile auf, die man wie man sagt rekursiv nach dem gleichen Verfahren bearbeitet
und die Teilergebnisse dann benutzt, um das Resultat fiir die urspriingliche Ein-
gabe zu berechnen. Man spricht von ,teile und herrsche” (engl. divide and conquer).

13.4 ASYMPTOTISCHES VERHALTEN ,,IMPLIZIT”
DEFINIERTER FUNKTIONEN

Sie werden im Laufe der kommenden Semester viele Algorithmen kennenlernen,
bei denen wie bei Strassens Algorithmus fiir Matrixmultiplikation das Prinzip
,Teile und Herrsche” benutzt wird. In den einfacheren Fillen muss man zur Be-
arbeitung eines Problems der Grofie n eine konstante Anzahl a von Teilprobleme
gleicher Grofie n/b losen. Die zusidtzlichen Kosten zur Berechnung des eigentli-
chen Ergebnisses mogen zusitzlich einen Aufwand f(n) kosten. Das beinhaltet
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Mastertheorem

auch den unter Umstdnden erforderlichen Aufwand zum Erzeugen der Teilpro-
bleme.

Dann ergibt sich fiir Abschédtzung (z. B.) der Laufzeit T(n) eine Rekursionsfor-
mel, die grob gesagt von der Form

T(n) =aT (%) + f(n)

ist. Dabei ist sinnvollerweise a > 1 und b > 1.

Obige Rekursionsformel ist unprazise, denn Problemgrofien sind immer ganz-
zahlig, n/b im allgemeinen aber nicht. Es zeigt sich aber, dass sich jedenfalls in den
nachfolgend aufgefiihrten Fillen diese Ungenauigkeit im folgenden Sinne nicht
auswirkt: Wenn man in der Rekursionsformel n/b durch [n/b| oder durch [n/b]
ersetzt oder gar durch |n/b + c¢] oder durch [n/b+ c] fiir eine Konstante ¢, dann
behalten die folgenden Aussagen ihre Giiltigkeit.

Wenn zwischen den Konstanten a4 und b und der Funktion f(n) gewisse Zu-
sammenhdnge bestehen, dann kann man ohne viel Rechnen (das schon mal je-
mand anders fiir uns erledigt hat) eine Aussage dartiber machen, wie stark T(n)
wéchst.

Es gibt drei wichtige Fille, in denen jeweils die Zahl log, a eine Rolle spielt:
Fall 1: Wenn f(n) € O (n'°8:°~¢) fiir ein ¢ > 0 ist, dann ist T(n) € © (n'°&*).

Fall 2: Wenn f(n) € © (n'°%?) ist, dann ist T(n) € © (n'°8:"logn).

Fall 3: Wenn f(n) € Q (nk’gb ”*8) fiir ein € > 0 ist, und wenn es eine Konstante
d gibt mit 0 < d < 1, so dass fiir alle hinreichend grofen n gilt af(n/b) <
df(n), dannist T(n) € © (f(n)).

Dass die Aussagen in diesen drei Fillen richtig sind, bezeichnet man manchmal

als Mastertheorem, obwohl es sich sicherlich um keine sehr tiefschiirfenden Erkennt-

nisse handelt.

Betrachten wir als Beispiele noch einmal die Matrixmultiplikation. Als ,Pro-
blemgrofie” n benutzen wir die Zeilen- bzw. Spaltenzahl. Der Fall von n x n-
Matrizen wird auf den kleineren Fall von 1n/2 x n/2-Matrizen zuriickgefiihrt.

Bei der Schulmethode haben wir a = 8 Multiplikationen kleinerer Matrizen der
Grofie n/2 durchzufiihren; es ist also b = 2. In diesem Fall ist log;, a = log, 8 = 3.
Der zusétzliche Aufwand besteht in 4 kleinen Matrixadditionen, so dass f(n) =
4-n*/4 = n? Damit ist f(n) € O (n®*¢) (z.B. fiir ¢ = 1/2) und der erste Fall
des Mastertheorems besagt, dass folglich T(n) € © (n%). (Und das hatten wir uns
weiter vorne tatsdchlich auch klar gemacht.)

Bei Strassens geschickterer Methode sind nur a = 7 Multiplikationen kleine-
rer Matrizen der Grofde n/2 durchzufiithren (es ist also wieder b = 2). In diesem
Fall ist log, a = log, 7 ~ 2.807.. ... Der zusétzliche Aufwand besteht in 18 kleinen
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Matrixadditionen, so dass f(n) = 18 -n?/4 € © (n?). Auch hier gilt fiir ein ge-
eignetes ¢ wieder f(n) € O (n'°8:77¢) = O (n!°8&277¢). Folglich benétigt Strassens
Algorithmus T(n) € © (n'°8:7) = @ (n>807-) Zeit.

13.5 UNTERSCHIEDLICHES WACHSTUM EINIGER
FUNKTIONEN

Wir hatten schon darauf hingewiesen, dass gilt:

1. Fiir positive reelle Konstanten 0 < a < b ist n* < nt, aber nicht n® < n°.

2. Fiir reelle Konstanten a und b, die beide echt grofser 1 sind, gilt n” < b" aber

nicht b" < n“.

Zur Veranschaulichung des ersten Punktes sind in Abbildung 13.3 die Funktionen
f(x) = x, f(x) = x* und f(x) = x> geplottet. Allerdings fallt in der gewahlten
Darstellung f(x) = x nahezu mit der x-Achse zusammen. Wie man sieht, wird in
doppelt-logarithmischen Plots jede Funktion x? durch eine Gerade reprasentiert
(deren Steigung d ist, wenn die ,Einheiten” auf beiden Achsen gleich sind). Allge-
meine Polynomfunktionen werden durch Linien reprasentiert, die sich fiir grofe
n einer Geraden anschmiegen.

108
1 108

100 .

10*

107 .

| I I I 100 I I L
103 10*

0.2 0.4 0.6 0.8 1 100 B ““1“(‘)1 T ‘1”02 o
-10*

Abbildung 13.3: Die Funktionen f(x) = x, f(x) = x?> und f(x) = x° in Plots

mit linear skalierten Achsen (links) und in doppelt logarithmischer Darstellung

(rechts); f(x) = x ist praktisch nicht von der x-Achse zu unterscheiden.

Abbildung 13.4 zeigt in doppelt-logarithmischer Darstellung zum Vergleich
zwei Polynom- und zwei Exponentialfunktionen. Der Unterschied sollte klar sein.
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Abbildung 13.4: Zwei Polynom- und zwei Exponentialfunktionen im Vergleich;
doppelt-logarithmische Darstellung.

13.6 AUSBLICK

Algorithmen, bei denen die anderen beiden Félle des Mastertheorems zum Tragen
kommen, werden Sie im kommenden Semester in der Vorlesung , Algorithmen 1”
kennenlernen.

Manchmal wird , Teile und Herrsche” auch in etwas komplizierterer Form an-
gewendet (zum Beispiel mit deutlich unterschiedlich grofien Teilproblemen). Fiir
solche Situationen gibt Verallgemeinerungen obiger Aussagen (Satz von Akra und
Bazzi).
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