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a) Es gilt f,(0) = 0 fiir alle n € N, also f,(0) —= 0. Fiir z > 0 gilt

2
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l+nz l/n+cz =g,

Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert also punktweise gegen die Funktion f mit

_ z=0,
f(x)—{x+1, z>0.

Auf dem Intervall [0, 00) kann die Konvergenz nicht gleichm#8Big sein, da die Funktion

f 1n 0 u‘nstet'ig ist, alle f, dort aber stetig sind. (Wére die Konvergenz gleichmésBig, so
wiirde sich die Stetigkeit auf die Grenzfunktion iibertragen.)

Betrachtet man das Intervall [a, 00), so liegen die Dinge anders. Dort gilt ndmlich

z +nz’ +nz z +nz? +nz — (z+ 1)(1 + nz)

jf T —'f.'E = - =
n(z) — f(z)] — (z +1) e
_|ztn?+nz—z—ns’—1-na -1 1
l1+nz “+nz \1+na=:am

und da (a,) eine (von z unabhiingige) Nullfolge ist, folgt die gleichmafiige Konvergenz.

b) Offenbar gilt f,(0) = 0 fiir alle n € N. Fir z € (0,1} ist g:=1—z € {0,1) und es
ergibt sich
fulz) = n2g" === 0.

(Wegen {/ng” — ¢ < 1 konvergiert die Reihe iiber ng", was dann ng™ — 0 impliziert.)
Die Funktionenfolge konvergiert also punktweise gegen die Funktion f mit f(z) = 0.

Obwohl diese Grenzfunktion stetig ist, liegt auf [0,1] keine gleichméfige Konvergenz

vor: Es gilt :
1 (| 1" 1Y noid
B(E) =t (1) = (-5) =
n n n n

Das bedeutet aber, dass fn(2) — f(£) = fa(%) nicht gegen 0 konvergiert, und in der
Ubung haben wir gesehen, dass dies die gleichméfige Konvergenz ausschlieft.

Auf dem Intervall [g, 1] haben wir jedoch gleichmésBige Konvergenz: Dort gilt
1fa(@) = f@)| = fal@) =nz(l— )" <n-1-(1=&)" =t an,

und (o) ist wegen 0 < 1 — & <1 eine Nullfolge.

c) Setzt man z = 0 ein, so hat die Reihe den Wert 0. Fiir z # 0 gilt

= 4 = " 1 1422
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Die Funktionenreihe konvergiert somit punktweise gegen die Funktion f mit

ﬂﬂ={0’ o=,

1+2%, z#0.

Da diese Funktion an der Stelle z =0 unsi:etig ist, im Gegensatz zu den aufsummierten
Funktionen, folgt wiederum, dass die Konvergenz auf R nicht gleichméBig ist.




d) Wegen 1+x+2% = (x+ 32+ gilt 1+z+ z? > 3 fir alle z € R. Folglich hat man
'e—n(1+x+x2)l _ e—n(1+x+a:2) < e—3n/4z =: ¢, firallez e R.

Da die Reihe iiber ¢, = (e=3/4)" wegen e~3/* < 1 konvergiert, liefert das Weierstrafische
Majorantenkriterium die gleichméfige (und damit auch die punktweise) Konvergenz auf
ganz R, insbesondere also auf dem Intervall (—o0,0).
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} a) In der Ubung wurde die Funktion g(y) := |y|* auf Differenzierbarkeit
untersucht: Sie ist auf ganz R differenzierbar und es gilt

3%, y=20
{ 2= b ]
g(y)—{_3y2’ y<0.

Setzen wir h(z) := 2% — 4, so ist f(z) = g(h(z)). Weil h iiberall differenzierbar ist,
liefert die Kettenregel, dass f auf ganz R differenzierbar ist, mit

61($2 - 4)2$ lx' 22

fl(z) =g (Mz))W(z) =2z g'(z* - 4) = { —6z(z? — 4)?, |z <2.

b) Setzt man g(z) := z* = €18, so ist, f(x) = 29(*) = ¢9(*) €= Anwenden von Ketten-
und Produktregel liefert zuna.chst -

g'(z) = e %%(zlogz) = 2*(1-logr + -5~ 1) = (1 + logz)z®  fiirz >0
und dann die Differenzierbarkeit von f auf ganz D mit
f(z) = 9@ '°é“°(g(a:) logz)’

= (&%) (g’(:c) logz + g(z)x—l) = (%) ((1 +logz)z" log z + x'ﬂ:_l) :

c) Mit Produkt- und Kettenregel ergibt sich die Differenzierbarkeit auf ganz D sowie

f(z) = (22 +1)e” + (22 + 1)(e”")
=22¢™ + (2% + 1)e* - 5a* = (52° + 5z* + 2z) e

d) Auf (0,1) liefert die Produktregel die Differenzierbarkeit; es gilt
f'(z) = (2*)g(z) + 2%¢' (z) = 2zg(x) + 2%¢'(z)  fiirz > 0.

Auch in z = 0 ist f differenzierbar mit f'(0) = 0; es ergibt sich némlich
f(z) - £(0) _ z%9(z) -0

z—0
z—0 T o

= zg(z) —

wegen der Beschranktheit der Funktion g.
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( ) Fiir t < 0 trifft die Aussage nicht zu, denn in diesem Falle gilt ' — oo
fiir £ — 0. Fiir t = 0 ist sie hingegen offenbar richtig.

Wir miissen im folgenden also nur noch den Fall ¢ > 0 betrachten: Logarithmieren wir
die Abschitzung e > z', so ergibt sich

In
z > In(z*) = tlnz, also t7'> -f
Setzen wir g(z) := (Inz)/z, so lasst sich unsere Frage wie folgt umformulieren: Fir

welche ¢ > 0 nimmt g nur Werte < ¢t~ an?

Fiir z € (0,1] gilt g(z) < 0. Aus ¢'(z) = (-2 —Inz)/2? = (1 — Inz)/z? kénnen wir
folgendes schliefen: Fiir z € (1,e€) ist g(z) > 0, also ¢ monoton steigend, fiir z € (e, 00)
ist g(z) < 0, also g monoton fallend. Die Funktion erreicht ihr Maximum somit an der
Stelle z = e mit g(e) = e™!. Also: Genau dann nimmt g nur Werte < ¢~! an, wenn

el<tt alsoe>t.

Die Antwort auf die Frage lautet: Die Aussage gilt genau dann, wenn 0 <t <e.

(b) 1) sei §:.0-323 2 R, fix)= X - 4x?t2

wesl M, T E f00) : xel[-323% .

Die Funktion ist auf dem gesamten Intervall differenzierbar. In jedem
Maximum oder Minimum im Innern des Intervalls verschwindet daher die Ableitung.
D.h.

f'(z) = 42® — 8z = 42(2* — 2) = 0.

Die Nullstellen dieser Funktion sind 0 und #+/2. Wir miissen also diese drei Stellen
untersuchen (die auch alle im Intervall liegen!), auBerdem noch die Rénder des Intervalls:
f(0) =2, f(V2) = f(~/2) = =2, f(~3) = 47, f(2) = 2. Das Maximum ist folglich 47,
das Minimun}\i_st -2. Voo M

yom M4 AT

1y Sel €3 Lo 40d 2 Ry f(r) = —txr (Ix-31+2) "

wedl M, 1= f FCx) XéC‘o,lo_‘{?

Die Funktion ist, aufer in 3 differenzierbar. Wir miissen also die Randpunkte, den

Punkt 3 und alle Punkte im Innern des Intervalls untersuchen, an denen die Ableitung
verschwindet.

Auf [0, 3] gilt

f(z) = ~62+ (@3 ~2+2)" = ~62+ (5 - 2)’ = 2* ~ 162 + 25, also f'(x) = 2z ~ 16.

f’(l‘) =0 gﬂt nur fiir z = 8, das ist aber nicht im Intervall [0 3]. Al hat i
keine Nullstelle. Auf [3,10] gilt 0,3] so hat f' in [0, 3]

f(z) =6z +(z—1)* =2 -8z +1, also f'(z) =22 — 8.

f'(z) = 0 gilt nur fiir z = 4 € (3,10). Wir miissen also die Punkte 0,3, 4, 10 untersuchen.

f(0) = 25, f(3) = —-14, f(4) = —15, f(10) = 21. Also ist —15 das Minimum und 25
das Maximum von Y /2 Hz .
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