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Aufgabe 22 (K).
Sei B Normalbereich sowohl bezüglich der x- als auch der y-Achse, i.e. es existieren Intervalle
[a, b], [c, d] ⊆ R sowie stetige Funktionen φ1, φ2 : [a, b]→ R, ψ1, ψ2 : [c, d]→ R, so dass

B = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ [a, b], y ∈ [φ1(x), φ2(x)]}
= {(x, y) ∈ R2 : y ∈ [c, d], x ∈ [ψ1(y), ψ2(y)]}.

Sei ferner f : B → R stetig. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass der Satz über die Vertauschung
der Integrationsreihenfolge gilt:∫ b

a

∫ φ2(x)

φ1(x)
f(x, y) dy dx =

∫ d

c

∫ ψ2(y)

ψ1(y)
f(x, y) dx dy. (∗)

Bestimmen Sie in den nachfolgenden Integrationen die Funktionen φ1, φ2, ψ1, ψ2 auf entsprech-
enden Intervallen und vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge gemäß (∗). f sei dabei eine
stetige Funktion.

(i)
∫ 1

0

∫ x

0
f(x, y) dy dx (ii)

∫ 4

1

∫ 2

√
x
f(x, y) dy dx

(iii)
∫ π/2

0

∫ sin y

0
f(x, y) dx dy (iv)

∫ 1

0

∫ √1−y2

1−y2
f(x, y) dx dy

Aufgabe 23 (K).

(a) Berechnen Sie folgende Integrale mittels Zylinder- bzw. Polarkoordinaten

(i)
∫
D

(x2 + y2)2e2(1−z)7 d(x, y, z), D = {(x, y, z) ∈ R3 : z ∈ [0, 1], x2 + y2 ≤ (1− z)2}

(ii)
∫
D

y

x
d(x, y), D = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0,

√
x2 + y2 ∈ [r,R], |y| ≤ x}, (0 < r < R)

Hinweis zu (ii): Aus (x, y) ∈ D folgt x ≥ r√
2
> 0.

(b) Für festes a > 0 wird durch die Bedingung r = aϕ (0 ≤ ϕ ≤ 2π) in Polarkoordinaten
die archimedische Spirale definiert. Skizzieren Sie die achimedische Spirale für ein a Ihrer
Wahl. Berechnen Sie den Flächeninhalt der Fläche, die von der archimedischen Spirale und
der Strecke [(0, 0), (2aπ, 0)] begrenzt wird.

Wichtig! bitte wenden!



Aufgabe 24. Berechnen Sie folgende Integrale.

(a)
∫
D

exp
(
y − x
y + x

)
d(x, y), D = {(x, y) ∈ R2 : x, y ≥ 0, x+ y ≤ 2}.

Hinweis: Substituieren Sie u := y − x, v := y + x.

(b)
∫
D
xy d(x, y), wobei D ⊆ R2 das Parallelogramm mit den Ecken (0, 0), (2, 10), (3, 17) und

(1, 7) ist.
Hinweis: Transformieren Sie durch eine geeignete Substitution das Parallelogramm auf das
Einheitsquadrat.
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Höhere Mathematik I/II (Analysis) für die Fachrichtung
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