HM SCHEMATA FUR INFORMATIKER
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Eine Zusammenfassung einiger Schemétalfe HM Klausur.



\Vorwort

Dies ist eine Zusamenfassung einiger Aufgabentypen und démgswege als Schema flie Vorbereitung zur
Klausur,,Hohere Mathematikifr Informatiker aus dem Jahr 2004 an démiversitit Karlsruhe (TH) Ich habe

bei der Erstellung der Schemata darauf geachtet, dass sie vorallem leicht zu verstehen sind, dahégisthes m
dass die eine oder andere Definition nicht 100% exakt oder &ntlgg ist.

Fur die Richtigkeit des Inhalts bzw. der dargelegten Scheifitadanehme ich keinerlei Haftung! Des Weiteren sei
angemerkt, dass hier nur Ausschniies dem Stoffiir die Klausur enthalten sind. Dieses Dokument soll keine

Basis zum Lernen darstellen, sondern lediglich eine hilfreichérngng seinUbrigens: Man sollte den Stoff

vorher verstanden haben, und nicht nur die Schemata auswendig lernen, da man sonst Probleme hat, wenn in der
Klausur leicht abgewandelte Aufgabentypen drankommen!

Der Schwerpunkt der Schemata liegt eindeutig auf HM II. Das liegt zum einen daran, dass ich nicht so viel Zeit
hatte auch noch alle Aufgabentypen aus der HM | zu integrieren, und zum anderen daran, dass die HM | vom Stoff
her gibRtenteils der gymnasialen Oberstufe entspricht. Die etwas schwierigeren Themen wie Partialbruchzerlegung
habe ich dennoch mit reingenommen.

Wenn sich Fehler finden, so teilt mir diese doch bitte via eMail thithas.pajor@logn.gleDie aktuellste Version
des Skripts findet sich immer awfvw.logn.de

Viel Spass beim Lernen und viel Erfolg in der Klausur!


mailto:thomas.pajor@logn.de
http://www.logn.de
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HM Schemata HM |

1 HMI

1.1 Mittelwertsatz

Gegeben: Eine Funktionf : R — R und eine Abschtzung|f(z) — f(y)| < c¢- |z — y|.
Gesucht: Der Beweis {ir die Absclatzung.

Der Mittelwertsatz sagt, dass es immer ¢i(¢) gibt, fir das gilt:

[f(z) = f(y)l

Dies entspricht der gegebenen Form, wobei= f/(¢). Leite also die gegebene Funktigi{z) einmal ab.
Bestimme nun, je nach Richtung des Ungleichheitszeichens, das globale Maximum bzw Minimum der Funktion
f/(z). In der Regel ist dies leicht ablesbar, und sollte desntsprechen.

Schreibe schlussendlich noghbaut Mittelwertsatz gilt also die gegebene Ab&attung”.

1.2 Partialbruchzerlegung (PBZ)

Gegeben: Ein Bruch@, p, ¢ Polynome, wobegrad(p) < grad(q).

q(x)
Gesucht: Partialbruchzerlegung vogr%.

() Nullstellen im Nenner

Schreibeg(x) als Faktorzerlegung (.85 — (172)5(:”%)) durch Polynomdivision). Es gebe nunNull-

stellen);, mit ihrer jeweiligen Vielfachheit.

(i) Ansatz

Bei der Partialbruchzerlegung wird nun jede Nullstelle im Nenner als eigener Bruch angenommen, wobei der
Zahler eine jeweils verschiedene Unbekannte ist. Die einzelnigrhBwerden dann aufsummiertirlas Beispiel
oben erg@be sich folgende Gleichung:

5 A B

(x — 2)(z +5) 1:—2+x—|-5

Hat die Nullstelle eine Vielfachheit, > 1, so wird fir jedesx,; € [1..v%] jeweils ein Bruch addiert mit der
Potenzy; ; im Nenner. Beispiel:

5 A B

(x—2)2_m—2+(:13—2)2
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HM Schemata 1.2 ARTIALBRUCHZERLEGUNG (PBZ)

Ist eine Nullstelle nicht reell (wie zum Beispiet + 1), so wird diese Nullstelle hinten angigt mit der Beson-
derheit, dass im @hler nicht blol3 eine Konstante vorkommt sondern ein allgemeines Polynom 1. Grades:

5 LALIJ“FB
224+1  a2+1

Der allgemeine, formale Ansatz kann in [noffizielles Skriptum zur Vorlesung] nachgelesen werden, er ist jedoch
nicht leicht durchschaubar, deshalb sei der Ansatz hier anhand von Beispietieh &&échte jedoch, dass obige
Vorkommen auch kombiniert auftretedinen, Beispiel:

T+ 2

b + c dxr +e
22(x — 1) (22 4+ 1)

22 r—1 " a2+1

a
T

(iii) Gleichung l6sen

Als erstes werden die Bche eliminiert, in dem man die Gleichung mit allen Nenner multiplizigit. das losen

der Gleichung gibt es zwei dylichkeiten: Entweder man setzt die Nullstelbgnin die Gleichung ein, und schaut

ob sich so Wertelfr die Unebannten ergeben. Wenn das nicht der Fall ist, hilft nurnoch ein Koeffizientenvergleich.
Dazu bringt man die Gleichung in folgende Form (es seien jetzt mal die Variahléh C in der Zerlegung
angenommen):

2% (A + BoB +1C) +x' - (a1 A+ BB+ 7C)+ -+ 2" (anA+ BnB + 7,C) =0

Die griechischen Buchstaben sind konstanten Koeffizienten die sich durch das Umformen ergeben (keine Angst)
;) Nun kann man ein Gleichungssystem aufstellen, da man sagen kann, die Gleichunglistverfinalle Sum-
mander) sind. Das LGS hat also die Form:

apA  BoB  C |0
: : )
apnA BnB v C |0

Die Losungeniiir A, B, C dieses LGS setzt man dann in den Ansatz ein, undliesb eine Partialbruchzerlegung
des urspiinglichen Bruch%%.
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HM Schemata HM Il

2 HMII

2.1 Untersuchung von Mengen

Gegeben: Eine MengeM C R™ (n > 0;insh.M £ 0A M #R"™)

(i) Untersuche auf Beschénktheit
Es muss eifllt sein:
Vee M: ||z <e

Kann man die Menge nach oben durch eebsclatzen=- beschénkt, sonst unbescinkt.

(i) Menge abgeschlossen?

~-Menge mussiberall durch eine Kante begrenzt sein.”

Schreibe;,Es seia® = (a!", ..., a{") Folge in M mit a® "= (a1, ..., a,)" Ist dieser Grenzwert stets in
der Menge enthalten (Einsetzen!#} Abgeschlossenheit- insb. keine Offenheit! (iii)-(iv) braucht nicht mehr
untersucht werden.

(i) Menge nicht abgeschlossen?

Suche einepezifische Folge®) := (a§k>, ...,aE{“)) EM—a¢ M
Beispiel: A := {z : x < 5}; Folgeaj, = 5— L istimmerin4, aber5 — L “=%° 5 ¢ A = A nicht abgeschlossen!

(iv) Menge nicht offen?
Finde Punkp € M ,auf einer Kante" fir den gilt, das® + ¢ ¢ M (fur bel. kl.e > 0).

Beispiel: A := {(z,y) € R?: 22 +y?> < 5}; Es seip = (0,V/5) € A, aber(0,v5) + (0,¢) = (0,V5 +¢) ¢
A = A nicht offen.

(v) Kompaktheit

Ist die Mengeabgeschlossen und beschnkt = Kompaktheit!

Tricks:

e < und> in der Mengendefinition deuten auf Offenheit hin.

e < und> in der Mengendefinition deuten auf Abgeschlossenheit hin.
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HM Schemata 2.2 GENZWERTEBESTIMMEN

2.2 Grenzwerte Bestimmen

Gegeben:D c R"undf: D — R
Gesucht: lim f(x)

T—Xo

(i) Vermutung: GW existiert nicht

Suche zwei verschiedene Folgéfi), b(*) die in f liegen und beideifr & — oo gegenz, konvergieren. Berechne:

lim f(a®) = a und Jim FORY = b

k— oo

Sind diese beiden Grenzwerte verschiedes4(b), oder existiert einer der GWe nicht, so existiert der gesuchte
Grenzwert auch nichtAchtung: Die Umkehrung (a = b = GW existiert ist i.d.R. falsch!!l)

Bildliche Vorstellung: Ist f : R? — R, so kann man sich den Graph alsandschaft im Raum® vorstellen.
Nahert man sich nun einem Punktin der Landschaft aus verschiedenen Richtungen (verscheidene Folgen!), und
sind die Grenzwerte der Funktioiirfdie Folgen verschieden, so kann dieser Grenzwert in der Landschaft nicht
existieren.

(i) Vermutung: GW existiert
Wende eines der folgenden Verfahren an:

(1) Polarkoordinaten Methode:

Geschickt anzuwenden werfn R? — R, 2o = (0, 0) und wennf Ausdiiicke der Formx:? + 2 entralt!
Schreibe; Seia*) := (xy,y;.) Folge in Polarkoordinaten-Form, alsd®) = (7, - cos(g ), 7 -sin(pr) ).
Setzen®) in f ein und lass geger0 laufen!

(2) Maximum Methode:

Es sei wieden™® := (a{*), ..., () Folge inf mit «®) *=%° z,. Definiere nunmy, als Maximumiiber
den Betrag aus allen Komponenten der Folge, algo:= max{|a§’“) [y .oy |a£f) |}. Danun gilt:f(a™)) <
f(mg) (f (my) bedeutetn,, eingesetztir (x4, ...x,), lasst sich der Term nach oben alizlen. Ist nun
klim f(my) = 0, kann man sagen dass ajetieFolge, die kleiner ist (somit also auglia*))) gegerd

geht! Ist der GW vory (my) > 0, ist keine Aussagéber den GW vory (a*) maglich!

(3) Bekannte Grenzwerte ailfs
Versuchef durch geschicktes Umformen in die Form eines bekannten Grenzwerts zu bringen.
Beispiel:% =1 (t— 0).Also konvergiert aucﬁ% gegenl (fur (z,y, 2) — (0,0,0)).

(4) Sonstige Verfahren

Wenn keines der obigen Verfahren hilft, hiltbglicherweise eine Umformung des Terms, so dass sich
Dinge kiirzen (0a.). Evtl hilft eine Abschtzung nach oben (Stichwo@SU) mit einem GW vorD.

Achtung: Wenn man in irgend einer Weise nach oben abstthund fir die Absclatzung einen GW- 0
herausbekommt, ist keinfkussagdiber den eigentlichen GW aglich!
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HM Schemata 2.3 STETIGKEIT

2.3 Stetigkeit

Gegeben:D c R"undf: D — R
Gesucht: f stetig inxzg?

Zeige, dass der Grenzweltm f(z) =: a existiert, und dasg(zo) = a.

T—T0

Ist dies eriillt = f ist stetig inxz(, sonst nicht.

2.4 Ableiten

Gegeben: D Cc R"undf : D — R™
Gesucht: (grad f)

(i) Prufen auf Stetigkeit

Zeige, dasg auf D stetig ist. Istf eine zusammengesetzte Funktion, oder &hth, problematische* Stellen,
muss(grad f)(zo) zusatzlichuber Punkt (iv) bestimmt werden.

(ii) Alle partielle Ableitungen bestimmen

Die partielle Ableitung nach einer Variablen bestimmt man dadurch, dass man alle anderen Variablerf fon
den Moment als konstabetrachtet, und nur nach, ableitet. Schreibweisg;,, () = .... Dies uhrt man nunir
alle Variablen durch!

(i) Partielle Ableitungen zusammenfassen

Fasse alle partiellen Ableitungen zu eimex m (JakobijMatrix zusammen. Isf : D — R! erhalt man einex x 1
Matrix, also einen Vektor. Beispiele:

flz,y) =52’y +ay = (grad f)(z,y) = (f2(2,9), fy(,y)) = (102y +y,52% + z)

_( 5ry+ay _( (=) f1,(zy)
fl@y) = < sin(x) - y? ) = (grad f)(z,y) = < fo.(@,9)  f2,(z,9) >
_( 10zy+y Sx*+uz
o < cos(x) - y? sin(z) -2y )

(iv) Spezielle Piifung der Diffbarkeit in einem Punkt x

Einsetzen in die Gleichung aus der Definition der partiellen Differenzierbadgeist dabei dek-te Einheitsvek-
tor):

G hey,) — f (o)
h—0 h

= fIk (xo)

liefert die partiele Ableitun%,’; in zo.
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HM Schemata 2.5 RHTUNGSABLEITUNGEN

Tricks:

e Ist f zweimal stetig differenzierbarf(c C?(D,R)), so sagt deBatz von Schwarz

fa:iﬂij (.’170) = f:vﬂil (370)

Das heif3t, es ist egal ob man erst naghund dann nacky; ableitet, oder andersherum. Man kann sich also
das Berechnen einer Ableitung sparen.

e Die Verallgemeinerung des obigen Satzes besagt, dass es benhemal stetig differenzierbare Funktigh
fur die Ableitungen der Ordnung m ebenfalls nicht auf die Reihenfolge der Differentiationen ankommt.

2.5 Richtungsableitungen

Gegeben: D Cc R*undf: D — R
Gesucht: Alle Richtungsableitungea in einem Punkiz

(i) Einsetzen in die Definition

Die Definition der Richtungsableitung lautet:

i @0 +ta) = f(zo) _ Of

t—0 t " da

Wende diese Gleichung auf die Funktifran und bestimme den Grenzwert.

(i) Gradient bestimmen

Bestimme(grad f) (o).

(i) Satz aus der VL anwenden
Mit

0

9 (20) = - (g f) a0

lassen sich die beiden Ergebnisse aus den vorangegangenen Schritten gleichsetzen. Bestimmedsunggie L
dieser Gleichung durch Umformen und schagfdssehen”.

Tricks:

e Die Richtunga hat immer eine &nge von 1. Es gilt als@? + ... + a2 = 1. Dadurch fallen evtl bestimmte
Teile im Term weg.

e Bei (ii) kann man das Ergebnis aus (i) benutzen, da man die Richtungsablgifigemein” bestimmt hat.
Die partiellen Ableitungen sind ja nichts anderes als die Richtungsableitungen entlaAxelét. Bei einer
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HM Schemata 2.6 EXTREMWERTE

Funktionf : R? — R waren die part. Ableitungen als und f,, und deren Richtungefi, 0) und (0, 1).
Diese Werte kann man einfach in das Ergebnis von (i) jeweils einsetzen!

e Existiert die Richtungsableitung nichirfallea so istf in xy auch nicht differentierbar.

2.6 Extremwerte

Gegeben: D Cc R"undf: D — R
Gesucht: Alle Maxima und Minima vonf.

(i) Zeige stetige Differentierbarkeit

Zeige, dasg € C?(D,R) ist.

(i) Gradient gleich Null setzen

Bestimme(grad f)(z). Suche nun alle &isungen der Gleichung
(grad f)(z) = 0

Losung durch GleichungssysteAquivalenzkette oder Umformungen ugitricks*. Die einzelnen bsungen sind
bloR extremwerterdachtigeStellen.

(iii) Zweite Ableitungen

Bestimme alle zweiten Ableitungen vgn

(iv) Hesse Matrix

Erstelle nun eine Hessematrix. Diese étithlle zweiten Ableitungen voyi in folgender Form:

fZClZEl fﬂhﬂfn
fmnxl e fﬂmﬂﬂn

Fur eine Funktionf € C?(R?,R) sahe die Hessematrix so aus:
H:(z) := @
f( ) ( fya: fyy
(v) Bestimme Definitheit der Hessematrix

Setze nun jede veathtige Stelle aus (ii) in die zweiten Ableitungen in der Hessematrix ein, und bestimme die
Definitheit der Matritzen. Es ergeben sidir feden Punkt folgende 8ylichkeiten:

(1) Hy (o) ist positiv definit=- f(xz¢) ist ein lokales Minimum.
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HM Schemata 2.7 MPLIZIT DEFINIERTE FUNKTIONEN

(2) Hy(=zo) ist negativ definits- f(xz) ist ein lokales Maximum.

(3) Hy(xo) istindefinit= f(zo) ist kein lokales Extremum (evtl Sattelpunkt).

2.7 Implizit definierte Funktionen

Gegeben: Eine Funktionf : D — R™ mit D C R", eine Umgebund/ (z¢), mit g(xo) = yo und f(zo, g(x0)) =
C
Gesucht: Beweistiber die Existenz der Umgebubgund die Ableitung der implizit definierten Funktigi(z).

(i) Voraussetzungen piifen
Folgende Voraussetzungeriissen gefirft werden:

(1) f(x) muss stetig differenzierbar sein.
(2) f(zo,g(xo)) = ¢ muss explizitiberpiift werden (Einsetzen).

(8) Es muss geltedet(f,(zo,g(z0))) # 0.

(i) Satz anwenden

Sind die obigen Voraussetzungenidlif kann man den Satz aus der Vorlesung anwenden’(rg) zu berechnen.
Wende dazu folgende Formel arirklie Formel muss man nogh (xo, g(zo)) berechnen!

g'(z0) = —(fy(x0, 9(x0))) ™" - fu(20, g(0))
oder anders geschrieben

=
o) == (Liaogton) - Hlansgte)

Fertig!
Tricks:
o Beieiner2 x 2 Matrix A = ( z Z ) lasst sich die inverse Matrix sehr leicht berechnén! = 7det1(A) .

( _dc _ab > Da man die Determinante schdir flie 3. Bedingung berechnet hat, geht das sehr schnell.
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HM Schemata 2.8 ETREMWERTPROBLEME MITNEBENBEDINGUNGEN

2.8 Extremwertprobleme mit Nebenbedingungen

Gegeben: Eine Funktionf : D — R (D C R"™) und eine Mengéiber die Nebenbedingungéh:= {z € D :
h(z) = 0}
Gesucht: Alle Extrema unter den Nebenbedingungen

(i) Untersuchung der Menge

Untersuche die Mend€g auf Kompaktheit.

(i) Funktion h(zx) aufstellen

Die Nebenbedingungsfunktioi(z) ist eine FunktionD — R? wobeip die Anzahl der Nebenbedingungen ist.
Diese muss man vorher auf allélfe noch so umformen dass die rechte Seiis. Beispiel:

D=R*undT ={z€R?>:x+y=0; 2°+y* =1} = h(m,y)z(xzi;—gy1>

(i)  h(x) Ableiten

Bilde nun(grad)h(z).

Extremwertverdchtige Stellen sind solche migh/(z) < p. Existieren solche nicht, ist alsg h/(zg) =
p Vxo € D, wende die Multiplikatorenregel von Lagrange an.

(iv) Multiplikatorenregel von Lagrange

Bilde eine Funktion (x) nach folgendem Aufbau:
H(z) = f(z) + Mhi(z) + Aeha(z) + ... + Aphp(2)
Leite nunH (z) nachzy, ..., z, sowiel,. .., \, ab, also bilddgrad H)(z). Setzg(grad H)(z) = 0, dies ergibt

ein nichtlineares Gleichungssystem mit = n + p Gleichungen#. ist die Dimension der Definitionsmenge von
f(x) undp ist die Anzahl der Nebenbedingungen).

Alle Ergebnissery = (x4, ..., z,) des Gleichungssystems sind Extremwertéetdigen Stellen auf(x).

(v) Bestimmen der Art der Extrema

Um nun herauszufinden ob es sich um ein Maximum oder Minimum handelt, muss man seinen gesunden Men-
schenverstand benutzen...

2.9 Integration Uber allgemeine Mengen

Gegeben: Eine Funktionf : D — R (D C R™) und eine Mengé/.

Build: 17. September 2004, 13:44 12



HM Schemata 2.9 NTEGRATION UBER ALLGEMEINE MENGEN

Gesucht: [ f(x) dx
/

Wahle eine der folgenden Methoden:

(i) Direkte Methode

Lasst sich die Menge in verschiedene Intervalle Zerlegen,&utwnan einfach diese Intervalle als Integrations-
grenze und integriert nacheinander. Beispiel:

f:D — R? M:=M:={(z,y) eR?: 1<2<2;,2<y<4}

2 /4
= Mit z € [1,2] undy € [2,4] |M|:/ /f(CE) dy | dx
1 \2

Die Integrationsreihenfolge ist beliebig. Man katim éie Integrationsgrenzen auch Funktionen verwenden, z.B.:
f:D—-R* M:=M:={xy)eR?: 1<2<2;2<y<5z+3}

2 5

z—3
= Mit z € [1,2] undy € [2,5z — 3] |M|:/ / f(z)dy | dx
1 2

(ii) Prinzip von Cavalieri

Sieht man der Menge an, dass sich eine Variabteeinem festen Intervalt € [a, b] bewegt, so kann man diese
Variable fur den Moment als konstant auffassen, und eine Menge

Q(z) ={z eR": (x,2) € M}

definieren. Diese integriert man dann mit obiger Methode, oder man wendet das Prinzip von Cavalieri nochmals
an. Das Ergebnig)| integriert man dann noch nach der festen Variablen

b
M= [l dz
und erfalt damit das gewnschte Ergebnis.

(i) Polarkoordinaten

Ist die Funktionf : D — R fur D C R2, bieten sich evtl Polarkoordinaten an, besonders wenn die Menge
Ausdiiicke der Formx? + y? enttélt. Dabei gilt

T =T-COSQp Yy =rsinp

Ersetze alsa;, y in der MengeM und transformiere das Integral:

/f(w,y) d(z,y) = /f(rcosw,rsiw%rd(hw)
M M

Dabei Bufto im Intervall [0, 27].
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HM Schemata 2.10 DFERENTIALGLEICHUNGEN(DGL) ERSTERORDNUNG

(iv) Zylinderkoordinaten
Ist die Funktionf : D — R fir D c R?, so kommt man mit Polarkoordinaten nicht weiter, da diese ja nur

Substitutioneniir z undy liefern. Kommen auRerdem Ausdike wiez? + y2 in der Funktion bzw der Menge
vor, so empfiehlt es sich Zylinderkoordinaten zu verwenden:

T=T-COSp y=7-singp =5

Ersetzer, y, z alsouberall in der Mengé/. Fir das Integral ergibt sich:

/f(a?,y,z) d(aﬁ,y,z) = /f(rcosgo,rsingp,z)~rd(r,<p,z)
M M

© lauft dabei immeim Intervall [0, 2], ist also vorD bis 27 zu integrieren.

(v) Kugelkoordinaten

Ist die Funktionf : D — R fur D c R3, kann man auch Kugelkoordinaten verwenden. Diese bieten sich
besonders bei Ausidcken wiez? + y? + 22 an. Dabei gilt

T =1 -coSspcost y =1 -sinpcosd z=r-sinv

Ersetze alsa;, y, z in der Mengendefinition, und transformiere das Integral

/f(a:,y,z) d(z,y,z) = /f(r cos @ cos ¥, sin @ cos ¥, rsin ) - r2 cos 9 d(r, @, 9)
M M

Dabei Buft o immer im Intervall[0, 27| und im Intervall [-F, 7].

2.10 Differentialgleichungen (DGL) Erster Ordnung

Gegeben: Eine Differentialgleichung erster Ordnung (s.u.)
Gesucht: Allgemeine Losung / losung mit Anfangswertproblem (AWP)

(i) DGL identifizieren

Bestimme von welchem Typ die Differentialgleichung ist:

P(x,y) de + Q(x,y) dy = 0bzw P(z,y) + Q(z,y) -y =0 Exakte DGL
y' = f(x)g(y) DGL mit getrennten Vemnderlichen
Y +a(z)y = r(z) Lineare DGL 1. Ordnung
Y+ fley=r(@) -y (a#0) Bernoulli DGL
y' + f(2)y =r(z) +g(z) - y? Ricatti DGL
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(i) Exakte DGL

Priife ob die DGL wirklich exakt ist. Dazu muss folgende Gleichunglérgein (P, Q € C(R, R)):

P, =@, aufR
Ist die DGL nichtexakt, so bestimme deéntegrierenden Faktgrsonstiiberspringe diesen Abschnitt. Probiere:
_ P —Qa

Q

Hangt f(z) nurvon z ab, so ist der integrierende Fakjafz, y) = e/ /(*) dz,
Hangt f (=) immernoch vor: undy ab, so probiere:

.- P,
gly) = 2L =

f(@):

Hangtg(y) nurvony ab, so ist der integrierende Fakjofz,y) = el 9W) 4y Multipliziere nun den int. Faktor an
die DGL heran (z,y)P(x,y) dx + u(x, y)Q(x,y) dy = 0) und beginne mit der Untersuchung von vorne...

Ist die DGL exaktfahre hier fort:
Bestimme die Stammfunktionen der DGL. Mit, = P und F,, = @ ergibt sich:

Fy :/P(x,y) dr und F; :/Q(x,y) dy
Mergedie beiden Stammfunktionefi, und F; zu einer Stammfunktio’ zusammen. Die &sung lautet:
F(z,y)=c

Ist noch ein AWPy(xo) = yo gegeben, so setze M(z,y) = ¢ o undyp ein, und bestimme.

(iii) DGL mit getrennten Ver &nderlichen

Lose die Gleichung

1
/@dy:/ﬂx)dwc (9(y) #0)

nachy auf. Ist ein AWPy(z() = yo gegeben, setzg undzxg in die Losung ein, und berechmre

(iv) Lineare DGL 1. Ordnung
Die Losung einer linearen DGL

y+ al@) y= r(2)
—~— ~~

homogener Teil inhomogener Teil

setzt sich zusammen aus dérdung des homogenen Teils und der des inhomogenen Teils, also:

Y = Yho *+ Yinho

Berechne die tisung vonyy,, Uber eine der folgenden dglichkeiten:

(1) Raten einer bsung (wer’s kann ;-))

(2) Anwenden der Formelj,, = ¢ - ¢~ J @(®) 4
~———
=:A(z)

(3) Berechnung einerisunguber, Trennung der Veénderlichen* (s.0.)
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Berechne die tisung vory;,.», Uber eine der folgenden dglichkeiten:
(1) Raten einer bsung

(2) Anwenden der Forme);p, = ¢~/ *(*) 4= ~/r(x) . ef al@) dz
éA(m)

(3) Variation der Konstanten (painfull). NachzuleseninRepetitorium der Bheren Mathematik, Seite 431]

Ein AWP y(z) = yo |06st man durch Einsetzen vgp undz, in y, und bestimme so das

(v) Bernoulli DGL

Eine Benoulli DGL der Form
v+ f@)y=r(@) y* (¢#0,1)

lasst sich mite = y'~* undu’ = (1 — a)y~“y’ auf eine lineare DGL
w4+ (1—a)f(z)u=(1-a)r(z)

zurickfuhren. Weiteren Gsungsweg siehe untgrineare DGL 1. Ordnung".
Achtung: Das Ricksubstituieren am Schluss nicht vergessen!

(vi) Ricatti DGL
Eine Ricatti DGL der Form

Y + flo)y =r(z) + g(@)y”

lasst sich, unter der Voraussetzung, dass etiseihgo(x) bekannt ist mit folgendem Ansatz auf eine lineare DGL
1. Ordnung zuickfuhren:

= u' + (2vg — f)u = —g ist lineare DGL
Weiterer Losungsweg siehg.ineare DGL 1. Ordnung".

2.11 Lineare Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung

Gegeben: Ein lineares DGL Systeny = Ay + b(z)
Gesucht:Losung des DGL-Systems bzw eines AWR:,) = yo

(i) Losung des homogenen Teils

Den homogenen Tei) = Ay l6st man in folgenden Schritten:
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HM Schemata 2.11 INEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGSSYSTEMEL. ORDNUNG

(1) Bestimme das charakteristische Polynom der Matrix(\) := det(A— \I), wobei! die Einheitsmatrix
ist.

(2) Bestimme allen verschiedeneiullstellen\;, € C des charakteristischen Polynomis:). v, sei dabei
die Vielfachheit dek-ten verschiedenen Nullstelle. Bei komplexen Nullstellen ¥ie= a + bi wird nur
ein Ergebnisifir die weitere Rechnung verwendet, 2p.= a + bi, die komplex konjugierte &sung wird
also unterschlagen.

(3) Berechne nuniir jede Nullstelle);, folgendermalen die Eigenvektoren , :

e Bilde firr alley € [1..v4] einen Eigenvektoty, ,, € kern((A — ApI)X).

e Wichtig: Der Eigenvektor muss linear unaligig zu den bereits gisten Eigenvektoreruf diese
Nullstelle sein!!

Man ertalt fur jede Nullstelle mit Vielfachheit;, genauy;, Eigenvektoren, die alle linear unainigig
zueinander sein iissen. Ist die Vielfachheit vok, einfach (alsa/, = 1), so reduziert sich das Problem
aufey, € kern(A — AI).

k=n
(4) Man hat nun genal} _ v, Eigenvektoreny.
k=1

(5) Setze folgende Gleichungifjede verschieden Nullstelbg, an:

(k) () — Mk . _ T et
y\(z)=e Y1 +x(A— MDY a+ -+ = 1)'(14 Arl) Yy
kal v
xr z L
=0

Fur eine einfache Nullstellef, = 1) vereinfacht sich die Formel auf:
y®) (@) = X7

Dies sind die bsungeniir das Fundamentalsystems. Wareine komplexe Nullstelle, so muss mg)
noch aufteilen in Real und Imagdginanteile, welche éisungeniir sich sind.

(6) Die allgemeine Bsung des homogenen Teils ist also:

y(x) = Cly(l) s Czy(2) Ik ooodt Cn+my(n+m)

n+m

Z Cky(k)
k1

1 n+m
WO e g

yo) oo gt

=Y (z)
=Y(z)- c

wobein die Anzahl aller verschiedenen Nullstellen istdie Anzahl komplexer verschiedener Nullstellen
ist undp die Dimension der Matri ist (p x p). Y (z) hei8t auchFundamentalmatrix

(i) Spezielle Losung des inhomogenen Teils

Mache den Ansatiber, Variantion der Konstanten":

yp(x) =Y (x) - c(z) (c:R—RP)
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Man bringt alsa- in Abhangigkeit vonz. Dies bringt man in die Form
Y(x) - c(z) = b(z)
R ¢ () b ()
g oyt ch(®) by()

Lose nun dieses Gleichungssystem. Marakrhierbei die Funktionem;(z)...c,(z). Durch Integration jedes
¢, (z) erhalt man den Vektoe(z), und kommt so auf dispezielle_dsung

(iii) Allgemeine Ldsung des inhomogenen DGL Systems
Die allgemeine Bsung ist nun einfach gegeben durch
y@) =yp(z) +Y(x) - ¢ (c€eRP)

Fertig!

(iv) Anfangswertproblem

Ist zusatlich noch ein Anfangswertprobleg{zy) = yo gegeben, so muss mgp undz, in y(x) einsetzen, und
die Konstante durch Losen eines Gleichungssystems bestimmen.

2.12 Lineare Differentialgleichungen toherer Ordnung

Gegeben: Eine lineare DGLn'ter Ordnung:y™ + f,_1y™Y + ...+ fiy/ + foy = b(x) mit (fo, ..., fo_1 :
R™ — R)
Gesucht:Losung der DGL / AWP

(i) Fundamentalsystem berechnen

Bestimme alle Eigenwerte der DGL indem man das charakteristische Popgroestimmt, und alle: verschie-
denenNullstellen\;, mit ihrer Vielfachheitv;, von p(\) sucht.
Jede Nullstelle liefert genaw, Beitrage zum Fundamentalsysteranmich:

X7 M wobei x € [1..14]

Beispiel: Sei\; = 2 mit »; = 1 und As = —4 mit v, = 3, so ware das FundamentalsysteRiS =
(62x|674x|1.674x|x2674x)_

(i) Inhomogenen Teil untersuchen
Mit
b(x) = q(x) - e - cos(fx)
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wobei g(x) ein Polynom vom Grad, o und 8 € R sind, sucht man sich nun geeigneteind 3, so dass diese
Gleichung eriillt ist.

Prife nun obp(a + i3) = 0 ist (p ist das charakteristische Polynom).
(i) Spezielle Losung bestimmen
Eine spezielle bsung des inhomogenen Teils @tman durch den Ansatz

(z) = (q(x) cos(Bz) + g(x) sin(fz)) - e** falls p(a + i) # 0
Yol = 2¥(qlz) cos(Bz) + (z) sin(Bz)) - e® falls a + i3 einev-fache Nullstelle vorp ist.

g undgq sind verschiedene, allgemeine Polynome vom Grg&eik = 2, sowareq = a1z +ao undq = bz + bs)
(iv) Ableiten

Leite nuny,(x) n-mal ab ¢ ist die Ordnung der DGL).

(v) Ableitungen einsetzen
Setze nun die jeweilgen Ableitungen in die Original DGL ein
— !
Y + facrySY 4 L+ fiyl + foyp = b()

Bestimme die Variablen,, ..., a; undby, ..., b. Setze die Variablen ig,(x) ein.

(vi) Allgemeine Losung
Die allgemeine bsung der DGL ist also
y(@) = ayD (@) + oy (@) + - + ey (2) + yp ()

y*®) sind dabei die Komponenten des Fundamentalsystems vom homogenen Teil.

Tricks:

e Das charakteristische Polynogskt sich meistens extrem leicht ablesen, wenn man die Formel

p()\) = (_1)71 (/\n + an—l)\nil + -+ CllA + a,o)

2.13 Fourier Transformation

Gegeben: Eine stickweise stetige und absolut integrierbare FunkfiolR — C
Gesucht: Fouriertransformierte vorf.
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Benutze folgende Formel

Fo) =5z [ 1) at

~

um die Fouriertransformiertg(s) zu f(¢) zu bekommen.

Hinweis: Benutzenichtden Cauchyschen Hauptwert, sondern integriere in zwei Schritten:

Flo) =5 [ 1) ar

0 oo
= % /f(t)-e—“t dt+/f(t)-e—"5t dt
— 00 0

Tricks:

e Um die Integrale zu berechnen, bietet sich oft partielle Integration an.

2.14 Laplace Transformation
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3 LA Exkurs

Dies ist eine ganz knappe, und vorallespezielleErklarung einiger Begriffe und Verfahren aus der Linearen
Algebra, die man in der 6heren Mathematik bénigt. Wenn man LA erst nach HMdnt, kdnnte das recht hilfreich
sein.

3.1 Determinante

Gegeben: Einen x n Matrix A.
Gesucht:det(A)

(i) Allgemeines Verfahren

Allgemein bringt man die Matrix durch Gausselimination in Dreiecksform, das heif3t alle Werte unterhalb der
Diagonalen sind. Beispiel bei eineB x 3 Matrix:

a1 Q12 613 bin bia bigs

A= Gauss 0 b
— a1 Ga22 Q23 — 22 b3
as,1 as2 G33 0 0 b33

Wichtig: Bei den Verrechnungsschritten der einzelnen Zeilen darauf achten, dass man keine Zeierntedie
man nicht gerade verrechnet, da das sonst Auswirkungen auf die Determinante hat.

Hat man nun die Dreiecksform, et man die Determinante durch Multiplikation der Diagonalenelemente:

k=n
det(AA) = H QK
k1

(i) Spezialfall 2 x 2 Matritzen

Bei 2 x 2 Matritzen gibt es eine Formel, einfacher an die Determinante zu kommen:

Q

b
A.—(C d) = det(d)=a-d—b-c

3.2 Definitheit

Gegeben: Einen x n Matrix A.
Gesucht: Definitheit vonA

Eine allgemeine: x n Matrix A ist positiv/negativ definits- alle Eigenwerte vo sind> 0 bzw < 0.
Fur 2 x 2 Matritzen Bsst jedoch gjicklicherweise sagem(sei definiert wie oben):

Build: 17. September 2004, 13:44 21



HM Schemata 3.3 INVERSEMATRIX

o A positiv definit< det(A) >0 A a >0
o A negativ definit= det(A) >0 A a <0
o Aindefinit< det(A4) < 0

3.3 Inverse Matrix

Gegeben: Einen x n Matrix A.
Gesucht: A1

Eine Inverse MatrixA~! zu einer MatrixA muss man sich wie die Inverse Zahl zu einer Zahl Rusorstellen.
Beispiel:a € R;a = 5, dann ista~! = % AuRerdem istz - a7 = g = 1. Bei Matritzen ist das genauso:
Multipliziert man die inverse Matrix mit ihrer original Matrix, so € man die Einheitsmatrix4d—! berechnet
sich, in dem man sich rechts die Einheitsmatrix dérgt, und durch Umformungen versucht aus der eigentlichen
Matrix die Einheitsmatrix zu erstellen. Alle Umformungsschrittéssen auf beiden Seiten durchgjet werden.

Am Ende erfalt man so rechts die inverse Matrix!

ail1 ai2 a3 1 0 0 1 0 O bl,l b172 b1)3
A= az1 a2 a33 0 1 0 Gggs 0 1 0 b2 1 b272 b273 = A_l
as1 as2 as3 0 0 1 0 0 1

bs1 bz b33
3.4 Kern einer Matrix

Gegeben: Einen x m Matrix A
Gesucht:kern(A)

Der Kern einer MatrixA ist die Menge aller Vektorenfur die gilt, dassA-v = 0. Lése also das Gleichungssystem

aii1 0 An vy

o v
a1,m . An,m m

Alle Ldsungeniir v bilden den Kern.

3.5 Charakteristisches Polynom

Gegeben: Einen x n Matrix A
Gesucht: y 4
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Berechne
xa = det(A —al)

wobeiz eine Variable ist (fest), undl die Einheitsmatrix ist.

3.6 Eigenwerte

Gegeben: Einen x n Matrix A
Gesucht: Alle Eigenwertek von A

Berechne das charakteristische Polynom
xa(x) = det(A — zI)

Berechne alle Nullstellen des Polynoms, dies sind die Eigenewerte
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