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1.1

Aussagenlogik
Wichtige Definitionen, Lemmas und Sitze
Es sei X eine aussagenlogische Signatur. Eine Interpretation iiber ¥ ist eine beliebige Abbildung
I:YX—>{WF}.

Zu jeder Interpretation I iiber ¥ wird nun die zugehorige Auswertung der Formeln iiber ¥ definiert als
die Abbildung
valy : ForO0s — {W, F}

mit:
valy(l) = W
val;(0) = F
valp(P) = I(P) fiir jedes P € &
SN [Definition 2.10, Skript S. 11]

Ein Modell einer Formel A € For0Os ist eine Interpretation I {iber ¥ mit val;(A) = W. Zu einer
Formelmenge M C For0Qy ist ein Modell von M eine Interpretation I, welche Modell von jedem A € M
ist.

e [Definition 2.11, Skript S. 11]

A € For0yx, heisst allgemeingiiltig (iiber X) 1< val;(A) = W fiir jede Interpretation I {iber ¥. A heisst
erfiillbar (iiber X) :< es gibt eine Interpretation I iiber ¥ mit val;(A) = W.

SN [Definition 2.14, Skript S. 13]
Es gilt

A ist erfiillbar & —A ist nicht allgemeingiiltig

A ist allgemeingiiltig & —A ist nicht erfiillbar
R [Korollar 2.15, Skript S. 13]

Es seien: ¥ eine Signatur, M C For0Ox, A € ForOx. Wir definieren
MEA gdw Jedes Modell von M ist auch Modell von A

M =5, A wird gelesen als: aus M folgt A
9> [Definition 2.16, Skript S. 15]

Es gilt

- E A & A ist allgemeingiiltig
— | —A & A ist unerfiillbar

- AEB& A—-B
-MU{A}EBe MEA—B

% [Korollar 2.17, Skript S. 15]

A, B heissen logisch dquivalent :< A =5, B und B =5 A
SN [Definition 2.18, Skript S. 15]

Logische Aquivalenz ist beziiglich der aussagenlogischen Operatoren eine Kongruenzrelation auf For0s.
Insbesondere gilt fiir beliebige A € For0sx;

A ist allgemeingiiltig & A ist logisch dquivalent zu 1

A ist unerfiillbar & A ist logisch dquivalent zu 0
SN [Korollar 2.21, Skript S. 16]



e Wir betrachten aussagenlogische Formeln, die aufgebaut sind aus dem dreistelligen Operator sh, den
Konstanten 0, 1 und Aussagevariablen P, ..., P,,.... Wir wollen solche Formeln sh-Formeln nennen und
die Menge aller sh-Formeln mit shFor0 bezeichnen. Der Wahrheitswerteverlauf von sh (sh als Referenz
auf Shannon) wird gegeben durch

P, falls P =F
sh(Py, Py, P3) = { pz falls Pi =W

= [Definition 2.33, Skript S. 23]

e Wir fixieren eine Ordnung auf der Menge der Aussagevariablen, etwa die durch die Ordnung der Indizes
gegebene. Eine sh-Formel heisst eine normierte sh-Formel, wenn sie der folgenden rekursiven Definition
geniigt.

1. Die Konstanten 0, 1 sind normierte sh-Formeln

2. Sei P; eine Aussagevariable, seien A, B normierte sh-Formeln, so dass keine Aussagevariable P; mit
i > 7 in A oder B auftritt. Dann ist sh(P;, A, B) eine normierte sh-Formel.

. [Definition 2.35, Skript S. 25]
e Ein sh-Graph heisst reduziert (BDD), wenn

1. es keine zwei Konoten v und w (v # w) gibt, so dass der in v verwurzelte Teilgraph G, mit dem in
w verwurzelten Teilgraph G, isomorph ist.

2. es keinen Knoten v gibt, so dass beide von v ausgehenden Kanten zum selben Nachfolgerknoten
fithren.

S [Definition 2.40, Skript S. 28]

e Eine Krom-Formel ist eine aussagenlogische Formel in KNF, in der jede Disjunktion héchstens zwei
Literale enthélt.
Fiir Krom-Formeln ist die Erfiillbarkeit in polynomialer Zeit entscheidbar.
SN [Definition 2.60, Skript S. 34]

e Eine Horn-Formel ist eine aussagenlogische Formel in KNF, in der jede Disjunktion héchstens ein posi-
tives Literal enthélt. Eine solche Disjunktion heisst Horn-Klausel. Fiir Horn-Formeln ist die Erfiillbarkeit
in quadratischer Zeit entscheidbar.

Horn-Klauseln schreibt man héufig logisch dquivalent als Implikation:

j.Bl\/...\/ﬁBm\/‘A j.Bl\/...\/ﬁBm—>/4
_|Bl\/...\/_‘Bm _|B1\/...\/_\Bm—>0
A A
4 [Definition 2.62, Skript S. 34]

e Eine Formel A aus AeqFor ist eine Tautologie

gdw.
jede Aussagenvariable und die Konstante 0 hat eine gerade Anzahl von Vorkommen in A.
SN [Satz 2.65, Skript S. 37]

e Eine definite Horn-Formel ist eine aussagenlogische Formel in KNF, in der jede Disjunktion genau ein
positives Literal enthélt. Eine solche Disjunktion heisst definite Horn-Klausel. Definite Horn-Formeln sind
stets eriillbar.
9> [Definition 2.67, Skript S. 40]



1.2 Beweistheorie

e In einer Sprache (A, L) sei Kal ein Kalkiil und es sei M eine Teilmenge von L. Eine Ableitung aus M
in Kal ist eine Folge

(uh cee 7Um)
von Wértern in L, so dass fiir jedes ¢ € {1,...,m} gilt:
— wu; ist Axiom; oder
- u; € M, oder

— es gibt eine Regel R € Kal einer Stelligkeit n > 1 sowie Indizes ji,...,J, € {1,...,i — 1}, so dass
(ujl,...,ujn,ui} € R.

Im letzten Fall entsteht u; durch Anwendung von R auf gewisse vorangegangene u;. Man beachte, dass
firi =1 gilt {1,...,4—1} =0, d.h. 43 muss Axiom oder ein Element von M sein.
u € L heisst ableitbar aus M in Kal, kurz

M l_Kal u
genau dann, wenn es eine Ableitung (uq,...,uy) in Kal gibt mit u,, = u. Fiir § Fgq v schreiben wir
Frar u, fiir {v} Fgq u schreiben wir v g u.
4 [Definition 3.2, Skript S. 42]

e Die aussagenlogische Resolution (iiber ¥) ist die Regel

Cy U {P},Cy U {~P}
Ci1UCy

mit P € 3, C1, (s Klauseln iiber ¥

C4 U Cs heisst Resolvente von Cy U {P},Cy U {-P}.
% [Definition 3.19, Skript S. 53]

e Eine Vorzeichenformel ist eine Zeichenkette der Gestalt 0A oder 1A mit A € For0Oyx. Dabei sind 0, 1
neue Sonderzeichen, die Vorzeichen, im Alphabet der Objektsprache.
Vorzeichen treten nur einmal am Beginn einer Formel auf, deswegen ist auch eine Verwechslung mit den
Booleschen Konstanten ausgeschlossen.
. [Definition 3.26, Skript S. 58]

e Es gibt folgende Typen der Vorzeichenformeln:
Typ ¢ (elementarer Typ): 0P, 1P fir P X
Typ o (konjunktiver Typ): 0-B, 1-B, 1(BAC), 0(BV C), 0(B — C)
Typ 8 (disjunktiver Typ): 0(BAC), 1(BVC), 1(B — C)
= [Definition 3.28, Skript S. 58]

e Zu jeder nicht elementaren Vorzeichenformel V' definieren wir zwei Abkémmlinge Vi, V5 (die auch
identisch sein konnten) gemifl den folgenden Tabellen

lvomTypa\Vl “/2 ‘

0-B 1B | 1B [vom Typ B [ Vi [ V2 |
1-B 0B | 0B 0(BAC) |0B]o0C
1BAC) | 1B |1C 1(BVC) |1B]1C
0(BVC) |0B]|o0C 1(B—>C) |0B|1C
0B—C) |1B]|0C

Elementare Vorzeichenformeln haben keine Abkémmlinge.
o [Definition 3.28, Skript S. 58]

e Es sei M eine Menge von Formeln und A eine Formel. Ein (aussagenlogisches) Tableau fiir A iiber M
ist ein Baum mit Beschriftung der Knoten durch markierte Formeln, geméafl der folgenden rekursiven
Definition:



1. Ein einziger mit 0A markierter Knoten ist ein Tableau fiir A iiber M.

2. Es sei T ein Tableau fiir A iiber M und w ein Pfad in T, so dass auf 7w ein Knoten liegt, der mit
einem V vom Typ « beschriftet ist. Dann ist auch T3 ein Tableau fiir A iiber M, welches dadurch
aus T entsteht, dass an 7 zwei neue Knoten angefiigt werden, welche mit V; und mit V5 beschriftet
sind (Abb. 3.1, Skript S. 60). Wir sagen in diesem Fall, dass T7 aus T' durch eine Anwendung der
a-Regel aus T hervorgeht.

3. Essei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in T, so dass auf 7 ein Knoten liegt, der mit einem
V vom Typ [ beschriftet ist. Dann ist auch T5 ein Tableau fiir A iiber M, welches dadurch entsteht,
dass an 7 zwei verzweigende Kanten angefiigt werden, welche zu neuen Blattern mit Beschriftungen
Vi bzw. V5 fithren (Abb. 3.1, Skript S. 60). Wir sagen, 7o geht aus T durch eine Anwendung der
B-Regel aus T hervor.

4. Es sei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in T', dann ist auch T3 ein Tableau fiir A {iber M,
welches durch Verlidngerung von 7 um einen mit 1B beschrifteten Knoten entsteht, fiir eine Formel
B aus M. Wir sagen, T3 geht aus T durch eine Anwendung der Voraussetzungsregel.

4 [Definition 3.31, Skript S. 60]

e Ein Tableau T heisst geschlossen, wenn alle seine Pfade geschlossen sind. Ein Pfad 7 heisst geschlossen,
wenn zwei Knoten auf 7 liegen, welche respektive beschriftet sind mit 0A und 1A, fiir eine beliebige Formel
A. Gelegentlich deuten wir die Abgeschlossenheit eine Pfades m an durch Anfiigen einer Kante an 7, welche
zu einem mit * beschrifteten Blatt fiihrt.

Wir benutzen die folgende Kurzschreibweise fiir Tableauregeln

B
g; Bi| B2

s [Definition 3.32, Skript S. 61]

e Essei A € ForOx und M C ForOs. A ist aus M ableitbar in TO,
M 1o A,

gdw. es ein geschlossenes Tableau fiir 0A iiber M gibt.
4 [Definition 3.33, Skript S. 62]

e Das Tableau T fiir A iiber der endlichen Formelmenge E heisst erschépft, wenn auf jedem offenen Pfad
m von T jede a- und (-Formel benutzt wurde (d.h. die entsprechende Regel auf sie angewandt wurde),
und jedes 1B, B € E, auf m vorkommt.

I [Definition 3.38, Skript S. 63]

e Eine Sequenz wird notiert als eine Folge zweier endlicher Mengen aussagenlogischer Formeln, getrennt
durch das Symbol =-:

I'= A

I" wird Antezedent und A Sukzedent genannt. Sowohl links wie rechts vom Sequenzenpfeil = kann
auch die leere Folge stehen. Wir schreiben dann

= A bzw. I'= bzw. =.

SN [Definition 3.48, Skript S. 68]



e Axiome und Regeln des Sequenzenkalkiils SO:

axiom
IF=FA
not-left and-left
I''=FA I'NFG=A
I''-F=A ILFAG=A
not-right and-right
IF=A I'=sFA T'=GGA
T'=-FA I's FAGA
impl-left or-left
'=FA TI'G=A INF=A ING=A
INF—-G=A IFVvG=A
impl-right or-right
I'F=G,A I'= FG,A
'=sF—-GA I's FVGA
. [Definition 3.50, Skript S. 68]

e Fiir A € ForOx, M C ForOx sagen wir, dass A aus M ableitbar in SO ist, in Zeichen:
MbEg A,

genau dann, wenn ein geschlossener Beweisbaum mit Wurzelmarkierung M = A in SO existiert.
P [Definition 3.52, Skript S. 69]

e Die 1-Resolution (unit resolution) benutzt dieselbe Notation wie im Resolutionskalkiil. Die Resoluti-
onsregel ist ein Spezialfall der allgemeinen Resolutionsregel:
{(Py,Cu{-Py  {P},CU{P}
02 C12

Die 1-Resolutionsregel ist nicht vollsténdig.
G [Skript S. 73]

e Davis-Putnam-Loveland Verfahren:

1. Programm widerlege(S);

2. Falls S = (), Ende (S ist erfiillbar).

3. Falls S keine Einerklausel enthélt, wihle eine Variable P;
widerlege(Sp); widerlege(S-p);

4. Sonst wahle eine Einerklausel K € S;
5. S = reduziere(K, S)
— Lasse alle Klauseln weg, die K als Teilklausel enthalten,
— Lasse in allen iibrigen Klauseln das zu K komplementére Literal weg.

6. Falls O € S, Ende (S widerspriichlich),
sonst widerlege(S);

SN [Skript S. 73]

e Numerische Verfahren:
Gegeben sei eine KNF A = Dy A...ADy. U; entstehe aus D;, indem P; ersetzt wird durch X, —P; durch
(1 —X;) und A durch +. U(A) ist die Menge der Ungleichungen

U, >1 firalle?

und
0<X; <1 firallej

A ist erfullbar gdw U(A) in den ganzen Zahlen losbar ist.
¥ [Satz 3.58, Skript S. 74]



2.1

Pradikatenlogik erster Ordnung

Wichtige Definitionen, Lemmas und Sitze

Die folgenden Zeichen sind in jeder Sprache der PL1 vorhanden. Sie heissen logische Zeichen (manchmal
auch Sonderzeichen).
wie in der Aussagenlogik:

( 9 ) ) 1 ) O ) - ) /\ ) \/ ) e ) A
neu:
, (Komma) , = (objektsprachliches Gleichheitssymbol) , V (Allquantor)
3 (Existenzquantor) , wv; (Individuenvariablen, ¢ € N)

Var := {v;|i € N} ist die Menge der Individuenvariablen oder kurz Variablen. Var ist disjunkt zur
Menge der iibrigen Sondersymbole.
R [Definition 4.1, Skript S. 84]

Eine Signatur der PL1 ist ein Tripel ¥ = (Fy, Py, ay) mit

— Fy, Py, sind endliche oder abzéhlbar unendliche, effektiv gegebene Mengen

— Fy», Py, und die Menge der Sondersymbole sind paarweise disjunkt

— Qy F2UPE—>N.
Die f € Fx heissen Funktionssymbole, die p € Py, Pradikatssymbole, ay, ordnet jedem Funktions-
oder Pridikatssymbol seine Stelligkeit zu: f ist n-stelliges Funktionssymbol, wenn as(f) = n; entspre-
chend fiir p € Px.
Ein nullstelliges Funktionssymbol heisst auch Konstantensymbol oder kurz Konstante, ein nullstelli-

ges Pridikatssymbol ist ein aussagenlogisches Atom.
G [Definition 4.2, Skript S. 84]

Termsy, die Menge der Terme iiber ¥, ist induktiv definiert durch

1. Var C Terms
2. Mit f € Fs, as(f) =n, t1,...,t, € Termy, ist auch f(t1,...,t,) € Termy

Man beachte, dass jede Konstante ein Term ist. Ein Term heisst Grundterm, wenn er keine Variablen
enthélt.
R [Definition 4.3, Skript S. 85]

Aty die Menge der atomaren Formeln — oder Atome — iiber ¥, ist definiert als

Aty :={s=t]|s,t € Termx} U{p(t1,...,tn}|p € Ps, axs(p) =n, t1,...,t, € Terms}
4 [Definition 4.4, Skript S. 85]
Fory, die Menge der Formeln iiber ¥, ist induktiv definiert durch

1. {1, 0} U Aty C Fors
2. Mit z € Var und A, B € Forys, sind ebenfalls in Forsy:

-A , (AAB) , (AVB) , (A—B) , (A=B) , VYzA , A

CIN [Definition 4.5, Skript S. 85]

Ein Teilterm oder Unterterm eines Terms ¢ ist ein Teilwort von ¢, das selbst Term ist; entsprechend
sind die Teilterme (Unterterme) einer Formel definiert. Eine Teilformel einer Formel A ist ein Teilwort
von A, das selbst eine Formel ist.

SN [Definition 4.6, Skript S. 86]



kungsbereich des Prifixes Va bzw. dx von A.

(S

B

unmittelbar rechts neben einem Quantor stattfindet.

B

e Essei A e Fory, und t € Terms.

Bd(A
Frei(A
Var(A
Var(t

)
)
)
)

t € Termy heisst Grundterm, wenn Var(t) = {}.

Q-

e A heisst geschlossen, wenn Frei(A) = {}. Ist allgemein Frei(A) = {zq,..

Hat eine Formel A die Gestalt YaB oder 3z B (fiir ein € Var und B € Fory), so heisst B der Wir-

[Definition 4.8, Skript S. 86]

Ein Auftreten einer Variablen x in einer Formel A heisst gebunden, wenn es innerhalb des Wirkungsbe-
reichs eines Préfixes Vo bzw. 3z einer Teilformel von A stattfindet.

[Definition 4.9, Skript S. 86]

Ein Auftreten einer Variablen = in einer Formel A heisst frei, wenn es nicht gebunden ist und nicht

[Definition 4.10, Skript S. 86]

.= {z|z € Var, x tritt gebunden in A auf}
= {z|z € Var, z tritt frei in A auf}
Frei(A) U Bd(A)

= {z|z € Var, xr kommt in ¢ vor}

[Definition 4.12, Skript S. 87]

., T}, so heisst

Vx1...Vx, A Allabschluss und dz;...3dz, A Existenzabschluss

von A. Abkiirzend schreiben wir ClyA bzw. ClzA. Ist A geschlossen, dann gilt also ClyA = ClzA = A.

(S5

e Eine Substitution (iiber X) ist eine Abbildung

mit o(z) = x fiir fast alle € Var. Sind x4, ..
o(x;) =s; fiir i =1,...,m, so geben wir o auch an in der Schreibweise

o : Var — Termy

{.%'1/817...,$m/8m}.

[Definition 4.13, Skript S. 87]

.y T 80, dass gilt {z|o(z) # z} C {z1,...,2mn}, und ist

o heisst Grundsubstitution, wenn fiir alle z € Var gilt: o(x) = = oder o(x) ist Grundterm.

B

e Wir setzen eine Substitution o fort zu Abbildungen

Terms, — Terms,
Forys — Fors

die beide wieder mit o bezeichnet werden, mittels:

o(f(tr,--- tn)) = flo(tr),...,o(tn))
o(p(ty, .. tn)) =plo(ty),...,o(tn))
o(t=s)=o0c(t) =o(s)
o(-A) = —o(A)
a(

(

[Definition 4.14, Skript S. 87]

o(A) entsteht aus A, indem simultan fiir jedes € Var an jeder Stelle, wo x frei in A auftritt, x ersetzt
wird durch o(z).

[SE

10

[Definition 4.15, Skript S. 8§]



Eine Substitution o heisst kollisionsfrei fiir eine Formel A, wenn fiir jede Variable z und jede Stelle freien
Auftretens von z in A gilt: Diese Stelle liegt nicht im Wirkungsbereich eines Prifixes Va oder dz, wo x
eine Variable in o(z) ist.

9> [Definition 4.17, Skript S. 88]

Sind o, 7 Substitutionen, dann definieren wir die Komposition von 7 und ¢ durch

(Too)(z) =T1(o(x)).
[N [Definition 4.18, Skript S. 89]

Eine Variablenumbenennung ist eine Substitution o mit
o(z) € Var fir alle x € Var und o ist injektiv

4 [Definition 4.20, Skript S. 89]

Gilt fiir Substitutionen o, 7, dass ¢ o 7 = id, dann ist o eine Variablenumbenennung.
9> [Korollar 4.21, Skript S. 89]

Es sei T C Termy, T # {} und o eine Substitution iiber ¥. o unifiziert T, oder: ist Unifikator von
T, genau dann, wenn #0(7T) = 1. T heisst unifizierbar, wenn T einen Unifikator besitzt. Insbesondere
sagen wir fiir zwei Terme s, ¢ dass s unifizierbar sei mit ¢, wenn {s,t} unifizierbar ist, d.h. in diesem Fall,
wenn o(t) = o(s).

Die Begriffe werden auf Formelmengen iibertragen durch: o unifiziert M genau dann, wenn #o(M) = 1.
SN [Definition 4.22, Skript S. 90]

Es sei T C Termy. Ein allgemeinster Unifikator oder mgu (most general unifier) von 7' ist eine
Substitution g mit

1. p unifiziert M

2. Zu jedem Unifikator o von T gibt es eine Substitution ¢’ mit ¢ = ¢’ o p.
R [Definition 4.26, Skript S. 91]

Es sei T eine nichtleere Menge von Termen. Dann ist jeder allgemeinste Unifikator von T bis auf Varia-
blenumbenennung eindeutig bestimmt, d.h.: Sind u, 4" allgemeinste Unifikatoren von T mit u(7T") = {¢}
und p/(T) = {t'}, dann gibt es eine Variablenumbenennung 7 mit ¢’ = = (t).

4 [Lemma 4.27, Skript S. 91]

11



e Unifikationsalgorithmus
Eingabe: eine nicht-leere Literalmenge L

sub := []; (dies ist die leere Substitution)
while |L sub| > 1 do
begin
Durchsuche die Literale in L sub von links nach rechts, bis die erste Position gefunden ist,
wo sich mindestens zwei Literale (sagen wir L; und Ls) in den vorkommenden Zeichen
unterscheiden;
if keines der beiden Zeichen ist eine Variable
then
stoppe mit der Ausgabe "nicht unifizierbar”
else
begin
Sei x die Variable und ¢ sei der im anderen Literal beginnende Term
(dies kann auch eine Variable sein);
if x kommt in ¢ vor

then

stoppe mit der Ausgabe "nicht unifizierbar”
else

sub := sublx/t];

(dies bedeutet die Hintereinander-
ausfithrung von sub und [z/t])
end;
end;
SN [Schéning S. 90]
P [Skript S. 92]

e Es sei ¥ eine Signatur der PL1. Eine Interpretation D von ¥ ist ein Paar (D, I) mit

1. D ist eine beliebige, nichtleere Menge
2. I ist eine Abbildung der Signatursymbole, die
— jeder Konstanten ¢ ein Element I(c) € D
— fiir n > 1: jedem n-stelligen Funktionssymbol f eine Funktion I(f) : D™ — D
— jedem O-stelligen Pradikatsymbol P eine Wahrheitswert I(P) € {W, F'}
— fiir n > 1: jedem n-stelligen Priidikatsymbol p eine n-stellige Relation I(p) C D™

zuordnet.

e [Definition 4.35, Skript S. 97] Es sei (D, I) eine Interpretation von X. Eine Variablenbelegung
(oder kurz Belegung iiber D) ist eine Funktion

8 : Var — D.
Zu B,z € Var und d € D definieren wir die Modifikation von (3 an der Stelle z zu d:

_ d falls y==x
Fe) ‘{ Bly) falls y£z

. [Definition 4.36, Skript S. 98]

e Es gelten die aus der Aussagenlogik bekannten Abhéngigkeiten zwischen den Bedeutungen der Operatoren
true, false, =, A\, V, —, <, so dass hier wieder die bekannten Teilmengen dieser Mengen ausreichen. Ferner
gilt fiir alle x, A:

valp 1 3(3zA) = wvalp g(—Vz-A)
valD,Lg (VI‘A) = ’L)alD7[75(—E|CC—|A)

d.h. 3 ist durch V und —, V ist durch 3 und — ausdriickbar.
SN [Korollar 4.39, Skript S. 100]

12



e D sei Interpretation iiber .

1. Gilt fiir den Term ¢ und die Variablenbelegung 3, v, dass
B(x) = ~(z) fir alle z € Var(t),

dann
valp g(t) = valp (t).

2. Gilt fiir die Formel A und die Variablenbelegung 3, v, dass
B(z) = y(z) fir alle € Frei(A),

dann

valp,g(A) = valp (A).
3. Ist A € Fory geschlossen, dann gilt
valp g(A) = valp ~(A)
fiir alle Belegungen g, -, d.h. der Wert von A héngt nicht von der Belegung ab.
% [Lemma 4.40, Skript S. 100]

e ¥ sei eine Signatur, D eine Interpretation fiir ¥, § eine Belegung, o eine Substitution und ¢ € Termsy.
Dann gilt

valp g(o(t)) = valp g(t)

wobel /() = valp g(o(z)) fir alle z € Var.
4 [Lemma 4.41, Skript S. 101]

e Y sei eine Signatur, D eine Interpretation fiir 3, § eine Belegung, A € Fory und o eine fiir A kollisionsfreie
Substitution. Dann gilt

valp g(o(A)) = valp g(A)
wobel /() = valp g(o(z)) fir alle z € Var.
e [Lemma 4.42, Skript S. 101]

e Sei ¥ eine Signatur, D eine Interpretation fiir 3, 5 eine Belegung und o eine fiir A kollisionsfreie Substi-
tution mit o(y) = y fiir alle Variablen y # z, dann gilt
—valp g(VtA — o(A)) =W
— valp g(0(A) — JzA) =W.
3 [Lemma 4.44, Skript S. 103] Eine Interpretation D iiber ¥ heisst Modell einer Formel A iiber X,
wenn fiir jedes 8 gilt valp g(A) = W. D heisst Modell einer Formelmenge M, wenn fiir jedes 8 und jede

Formel B € M gilt valp g(B) = W.
+ [Definition 4.45, Skript S. 103]

e Essei M C Fory, A € Fors.
MEs A & Jedes Modell von M ist auch Modell von A.

Lies: Aus M folgt A (iiber ). Wir werden meistens kurz |= statt =y schreiben. Ferner stehe wieder
E Afir) E Aund B E A fiir {B} E A.
R [Definition 4.46, Skript S. 104]

e Anders als in der Aussagenlogik gilt A = B < A — B (Korrolar 2.17) im allgemeinen nicht mehr.
E A — B = A B ist zwar weiterhin giiltig, nicht aber die Umkehrung.
SN [Bemerkung 4.47, Skript S. 104]
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D ist Modell von A gdw D ist Modell von ClyA
D ist Modell von =A gdw D ist Modell von ~Cl3—-A

(S

A € Forys, heisst

MEA gdw ClyMEA
gdw M = ClyA
gdw ClyM E ClyA
gdw M U{-=ClyA} hat kein Modell

[Lemma 4.48, Skript S. 104]

— allgemeingiiltig gdw = A

— erfiillbar gdw —A nicht allgemeingiiltig ist.

S

[Definition 4.49, Skript S. 104]

1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) A ist allgemeingiiltig

(b) Jede Interpretation D ist Modell von A
(c) valp g(A) = W fiir alle Interpretationen D und Variablenbelegungen 3

(d) ClyA ist allgemeingiiltig

2. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) A ist erfiillbar

(b) Es gibt eine Interpretation D und eine Belegung § mit valp g(A) = W

(¢) Ci3A hat ein Modell

3. Falls M keine freien Variablen enthélt gilt

M U {—-A} ist nicht erfiillbar gdw M = A.

(S5

[Lemma 4.50, Skript S. 104]

A € Fory, heisst Tautologie, wenn es eine endliche aussagenlogische Signatur ¥’ = {Py,..., P,_1}, ein

A’ € Foryy und Formeln Ay, ...

,A,_1 € Fory, gibt, so dass

— A’ ist (aussagenlogisch) allgemeingiiltig iiber %’/
— A entsteht aus A’, indem man dort P; durch A; ersetzt (fir i =0,...,n —1).

[SE

[Definition 4.51, Skript S. 105]

Jede Tautologie ist allgemeingiiltig

8B

[Lemma 4.53, Skript S. 105]

A, B heissen logisch dquivalent gdw = A < B (d.h. A < B ist allgemeingiiltig).

[SEY

[Definition 4.54, Skript S. 105]

Logische Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation auf Fors,. Sie ist dariiberhinaus eine Kongruenz, d.h.

gilt
dann auch

FEA— A, B« B

A o A
= (AopB) o (4 op B') fitr op € {A, v, —, -}
E QrA « QxA fir x € Var, Q € {V, 3}

[Korollar 4.55, Skript S. 106]
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e Esseien A, A, B, B’ € Fory mit

2.2

— B ist Teilformel von A,
— B ist logisch dquivalent zu B’,

— A’ entsteht aus A, indem man dort an irgendwelchen Stellen (nicht notwendig iiberall) B durch B’
ersetzt.

Dann ist A logisch dquivalent zu A’

SN [Korollar 4.56, Skript S. 106]

Normalformen

Eine Formel A € Fory ist in Negationsnormalform, wenn jedes Negationszeichen in A vor einer ato-
maren Teilformel steht.
4 [Definition 4.71, Skript S. 111]

Eine Formel A € Fory, heisst bereinigt, wenn

— Frei(A)N Bd(A) =0

— die hinter Quantoren stehenden Variablen paarweise verschieden sind.
e [Definition 4.73, Skript S. 111]

A € Fory, hat Prinex-Normalform, wenn A die Gestalt hat
Q121 ... Qpry, B mit Q; €{V,3}, x; €Var(i=1,...,n)

und: B ist eine quantorenfreie Formel. Man nennt B auch die Matrix von A.
SN [Definition 4.75, Skript S. 111]

Gegeben sei eine geschlossene Formel iiber ¥ der Gestalt
Vi ...Ve,3yB,

in der x1,...,x,,y paarweise verschieden sind und z1,...,z, ¢ Bd(B) (n = 0 ist erlaubt, die Formel
ist dann JyB). Wir erweitern ¥ um ein neues, n-stelliges Funktionssymbol g zu einer Signatur X, (d.h.
Fx, = Fx U{g}). Dann gilt

Yy ...Vz,dyB hat ein Modell iiber ¥ < Vay...Va,{y/g(x1,...,2,)}(B)
hat ein Modell iiber 3,

9 [Lemma 4.81, Skript S. 113]
FEine Formel ist in Skolem-Normalformel, wenn sie

— geschlossen ist,
— die Gestalt Vzy ...Vz, B (nur Allquantoren im Prifix), mit quantorenfreiem B,

— und die Matrix B in KNF ist.
4 [Definition 4.82, Skript S. 114]

Die bei Anwendung von Lemma 4.81 neu eingefiihrten Funktionssymbole nennt man Skolemfunktionen,
im nullstelligen Fall Skolemkonstanten. Das Verfahren selber heisst Skoleminisierung. Man beachte,
dass die neue Signatur X4 von der vorgelegten Formel A abhéngt.

4 [Bemerkung, Skript S. 115]

Die Signatur ¥ enthalte mindestens eine Konstante. Eine Interpretation (D, I) von ¥ heisst Herbrand-
Interpretation oder Herbrand-Algebra genau dann, wenn
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1. D = TermQ!

2. I(f)(ty,.. . tn) = f(t1,...,tn) fir alle n-stelligen Funktionssymbole f, und beliebige Grundterme
t1,...,tn. (Im Fall n = 0 heisst das: I(c) = ¢)

Zu einer Formelmenge M C Fory ist ein Herbrand-Modell von M eine Herbrand-Algebra iiber 3,
welche Modell von M ist.
In einer Herbrand-Algebra wird also jeder Grundterm als er selbst interpretiert,

I(t) =t fur Grundterme,

insbesondere gilt das fiir Konstanten. Spielraum fiir verschiedene Herbrand-Algebren gibt es nur bei der
Interpretation der Pradikatsymbole.
S [Definition 4.86, Skript S. 116]

o Ist (Term®, I) Herbrand-Algebra iiber ¥, t € Termys mit Var(t) = {x1,...,2,}, und 3 eine Belegung
der Variablen nmit Grundtermen, dann ist

valp 1,8(t) = {x1/8(x1), ..., xn/B(xn) }(1).
3 [Korollar 4.87, Skript S. 116]

e Sei A :=Vz;...Vz,B mit quantoremfreiem B eine geschlossene Formel. Eine Grundinstanz von A ist
eine Formel
{z1/t1, .. xn/tn}(B)  mit  ty,...,t, € Term$.

Ist M eine Menge geschlossener, universell quantifizierter Formeln, so sei
Grundinstanz(M)

die Menge aller Grundinstanzen von Formeln in M.
9 [Definition 4.88, Skript S. 116]

e Y enthalte mindestens eine Konstante, und es sei M eine Menge geschlossener, universell quantifizierter
Formeln. Ferner enthalte keine Formel in M das Gleichheitssymbol =. Dann sind dquivalente Aussagen:

1. M hat ein Modell

2. M hat ein Herbrand-Modell

3. Grundinstanzen(M) hat ein Modell

4. Grundinstanzen(M) hat ein Herbrand-Modell.

% [Satz 4.89, Skript S. 117]

e Ein Literal ist ein Atom oder ein negiertes Atom. Es heisst positives Literal im ersten und negatives im
zweiten Fall. Ein Grundliteral ist ein Literal ohne Variable. Ein komplementéres Paar von Literalen
ist ein Paar {L,—L} (L Atom).

I [Definition 4.91, Skript S. 118]

e Fiir eine Konjunktion Ly A ... A Li k > 1, von Grundliteralen gilt:

1. Ly A ... A Ly ist nicht allgemeingiiltig
2. Ly A ... A Ly hat ein Modell < {Lq,..., L} enthiilt kein komplementires Paar

Fiir eine Disjunktion Ly V...V Li, k > 1 von Grundliteralen gilt:

1. L1 V...V L hat ein Modell
2. L1 V...V Ly ist allgemeingiiltig < {L,..., L} enthélt ein komplementéres Paar

(SN [Lemma 4.92, Skript S. 118§]

1Term% sei die Menge aller Grundterme iiber %
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2.3 Beweistheorie

e Pridikatenlogische Vorzeichenformeln sind priadikatenlogische Formeln, vor denen 0 oder 1 als Vorzeichen
stehen. Vorzeichenformeln werden wieder in Typen eingeteilt, und entsprechend dieser Einteilung werden
Abkoémmlinge definiert:

Uniforme Notation

Type: 1A, 0A fiir Atome A

LV [W[V]
1-A J0A] — VvV V]
Typ o 0-4 |1A] — Typ g | OAAB [0A]0B
1AAB | 1A | 1B 1AVB | 1A | 1B
0AVDB | 0A | 0B 1A~ B | 0A | 1B
0A— B | 1A | 0B
L v [ W | L Vv [ W
Typv: [ 1VzA(z) | 1A(x) Typ o: | 13zA(z) | 1A(x)
03zA(z) | 0A(z) OVzA(z) | 0A(x)

% [Skript S. 121] Sei (D, I) eine beliebige Interpretation, 3 eine beliebige Variablenbelegung fiir (D, I).
Wir schreiben valg statt valp,r . Dann gilt

1. fiir jede a-Formel V:

valg(V) =W &  wvalg(Vi) =W und valg(Ve) =W
2. fiir jede p-Formel V:

valg(V) =W &  walg(Vy) =W und valg(Ve) =W
3. fiir jede y-Formel V:

valg(V) =W <& Firallede D : valga(Vi(z)) =W
4. fiir jede §-Formel V:
valg(V) =W & Esgibt d € D mit: valge(Vi(z)) =W

% [Lemma 5.1, Skript S. 121]

e Sei A eine Formel und M eine Menge von Formeln, so wird ein Tableau fiir A iiber M entsprechend
dem aussagenlogischen Fall (Def. 3.31) definiert.

1. Ein einziger mit 0Cly A markierter Knoten ist ein Tableau fiir A iiber M.

2. a-Regel (wie im AL-Fall).

3. [-Regel (wie im AL-Fall).

4. Es sei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in T, so dass auf 7 ein Knoten liegt, der mit
einem V' vom Typ v beschriftet ist, V' = 1VxB;(x) oder V = 03x B (). Dann ist auch T ein Tableau
fiir A tiber M, welches dadurch aus T entsteht, dass an 7 ein neuer Knoten angefiigt wird, welcher
mit V1(y) (d.h. 1B;1(y) bzw. 0B1(y)) beschriftet ist fiir eine Variable y, die noch nicht auf = frei
vorkommt. Wir sagen in diesem Fall, dass 77 aus T durch die Anwendung der y-Regel hervorgeht.

5. Es sei T ein Tableau fiir A iiber M und w ein Pfad in T, so dass auf 7w ein Knoten liegt, der mit
einem V vom Typ § beschriftet ist, V = OVz B (z) oder V = 13xB;(x). Dann ist auch T» ein Tableau
fiir A iiber M, welches dadurch aus T entsteht, dass an 7 ein Knoten angefiigt wird, welcher mit

Vi(f(z1,...,2,)) beschriftet ist, wobei x1,...,z, alle freien Variablen in V sind und f ein neues
Funktionszeichen ist. Wir sagen T geht aus T' durch eine Anwendung der 6-Regel hervor.
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6. Es sei T ein Tableau fiir A iiber M und 7 ein Pfad in T, auf welchem die Formeln 1f = s und V'
vorkommen, wobei ¢’ ein in V' vorkommender Teilterm ist. Ausserdem existiere eine Substitution o
mit o(t') = o(t). Dann ist auch Ty ein Tableau fiir A iiber M, welches durch Verldngerung von = um
einen mit V' beschrifteten Knoten und Anwendung von o auf das ganze Tableau entsteht, wobei V'
aus o(V) entsteht, indem ein Vorkommen von o(t) durch o(s) ersetzt wird. Wir sagen, Ty geht aus
T durch eine Anwendung der Gj-Regel aus T hervor.

7. Analog fiir die G,.-Regel.

8. Es sei T ein Tableau fiir A {iber M und 7 ein Pfad in T, dann ist auch T3 ein Tableau fiir A iiber
M, welches durch Verldngerung von 7 um einen mit 1ClyB beschrifteten Knoten entsteht, fiir eine
Formel B aus M. Wir sagen, T3 geht aus T durch eine Anwendung der V-Regel aus T hervor.

Zusammenfassung der Tableauregeln in Kurzform:

v
a-Regel: %1 fiir a-Formeln V
Vo
(-Regel: 7 4 A fiir f-Formeln V
v-Regel: VXy) fiir v-Formeln V und jede Variable y, die auf
dem Pfad noch nicht vorkommt
0-Regel: i@ v ) fiir 6-Formeln V', wobei z1, ..., x, alle freien
1 1y:+-ssdn
Variablen in V sind und f ein neues
n-stelliges Funktionssymbol ist
- !/
Gi-Regel: h&%(s‘)/(t) wobei o(t') = o(t)
- /!
G,-Regel: U%(t\)/(s) wobei o(s') = a(s)
Anfangsregel: OCTA fiir die zu beweisende Formel A
v
V-Regel: OB fiir jedes B € M

Die Substitution ¢ in der G- und G,-Regel wird jeweils auf das ganze Tableau angewendet.
P [Definition 5.2, Skript S. 122]

Es sei w ein Pfad in T und o eine Substitution. ¢ schliesst 7, wenn es

— Formeln B, C gibt, so dass o(B) = ¢(C), ¢ kollisionsfrei fiir B und C ist und 1B, 0C' auf 7 liegen
oder

— Terme s, t gibt, so dass o(s) = o(t) und 0s = ¢ auf 7 liegt.

Die Schliessregel oder C-Regel ist:

Aus einem Tableau T erzeuge ein Tableau T} dadurch, dass fiir einen Pfad 7 und eine Substitution o, die
7 schliesst, o auf ganz T angewandt wird.

Nach Anwendung der C-Regel ist der zugehorige Pfad m geschlossen. Ein Tableau T heisst geschlossen,
wenn alle seine Pfade geschlossen sind.

R [Definition 5.3, Skript S. 123]

Der priadikatenlogische Tableaukalkiil T ist definiert wie folgt. T hat keine Axiome (T wird ndmlich
als Widerlegungskalkiil eingesetzt). T arbeitet auf Tableaux als Objekten fiir die Regeln. Die Regeln von
T stellen jeweils aus einem Tableau T' ein Tableau T} her gemif} einer der Regeln («a, 3, v, 6, G;, G, und
() anzuwenden auf die Vorzeichenformeln V bzw. Pfade 7 in T.

Gegeben sei eine Formelmenge M und eine Formel A. A ist ableitbar aus M in T,

Mbpr A gdw ein geschlossenes Tableau T fiir A iiber M existiert.
SN [Definition 5.5, Skript S. 123]
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Es seien A € Fory, M C Fory, T ein Tableau fiir A iiber M und (D, I) eine Interpretation iiber 3, wobei

¥ =X U{f| f neues Funktionssymbol in T}. (D, I) heisst Modell von T iiber M gdw. gilt

— (D, I) ist Modell von M
— zu jeder Variablenbelegung ( gibt es einen Pfad 7 in T mit valp ; g(V) = W fiir alle V auf 7.

G [Definition 5.7, Skript S. 127]

Ist D Modell von T iiber M und entsteht 7" aus T durch Schliessen eines Pfades, dann ist D auch Modell
von T".

G [Lemma 5.9, Skript S. 129]
Sei A € Fors, M C Fors. Wenn es ein geschlossenes Tableau fiir Cly A iiber ClyM gibt, dann ist auch
M = A.

S [Satz 5.10, Skript S. 129]

Sei A eine Formel und M eine Menge von Formeln. Gilt M = A, dann gibt es ein geschlossenes Tableau
fir Cly A tiber ClyM.
S [Satz 5.15, Skript S. 132]

Der Hilbertkalkiil (fiir eine Signatur %) bezeichnet mit H wird durch die folgenden Axiome und Regeln
gegeben:

(Wie in der Aussagenlogik sind die Regeln — insbesondere die Axiome — als Schemata angegeben. x, y, z,
stehen fiir Variablen, f fiir ein Funktionssymbol, p fiir ein Relationssymbol, ¢ fiir einen Term, A, B, C stehen
fiir Formeln.)

Axiome
Axl A— (B— A) (Abschwichung)
Ax2 A-B—-0C)—=(A—=B)—(A—=0) (Verteilung von —)
Ax3 (nA—-B)—(B—A) (Kontraposition)
Ax4  VaxA — {z/t}(A) wobei {z/t} kollisionsfrei fiir A (Instantiierung)
Ax5 Va(A — B) — (A — VaB) wobei x ¢ Frei(A) (V-Verschiebung)
Gll z=z (Reflexivitit)
G2 z=y—y=z (Symmetrie)
G3 z=y—(y=z—2x=2) (Transitivitét)
Gd z1=y1—(r2=y2o— (.. (@n=yn— flar,. ., Zn) = f(Y1,-- 1 Yn))--.))
G z1=y1—(r2=y2— (.. (@n=yn = 0(@1,...,Zn) =DY1,---Yn)) --.))
Regeln
Mp: A’AT_)B (Modus ponens)
A .
Gen: VoA (Generalisierung)

Ableitbarkeit im Hilbertkalkiil wird bezeichnet mit .
% [Definition 5.27, Skript S. 138]

Ein Literal ist eine atomare oder negierte atomare Formel. Eine Klausel ist eine endliche Menge von
Literalen. Die leere Klausel wird mit [J bezeichnet.
- [Definition 5.30, Skript S. 139]

Ist A eine quantorenfreie Formel und o eine Variablenumbenennung, dann heisst o(A) eine Variante von
A.
S [Definition 5.31, Skript S. 139]

Uber der Menge der Klauseln (iiber der priidikatenlogischen Signatur ¥) ist die Resolution die folgende

Regel:
C1 U Kl CQ U K2

pu(Cr U Cs)

wobei gilt:
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— (4, Oy, K1, K> sind Klauseln

- K, Ky #0

Var(Cr UK) NVar(CoU Ky) =10

w ist allgemeinster Unifikator von K1U ~ K.

Eine Klausel C heisst Resolvente zweier Klauseln, wenn sie durch Anwendung von Res auf diese entsteht.
R [Definition 5.32, Skript S. 140]

e Sei M eine Klauselmenge.

1. Mit Res(M) bezeichnen wir die Menge aller Resolventen von Klauseln aus M. Genauer:

Res(M) = { B

2. R"(M) = Res(...(Res(M)...)

n—mal

es gibt Varianten C7, Cs von Klauseln aus M,
so dass B eine Resolvente von C7, Cs ist.

3. M Fpr A gilt genau dann, wenn es ein n gibt mit A € Res™(M)
= [Definition 5.33, Skript S. 140]

e Verfahren:
Gegeben: eine pridikatenlogische Formel F' (mit eventuellen Vorkommen von freien Variablen).

1. Bereinige F' durch systematisches Umbenennen der gebundenen Variablen. Es entsteht eine zu F
dquivalente Formel Fj.

2. Seien y1,Ys, ..., Y, die in F' bzw. F; vorkommenden freien Variablen. Ersetze F; durch
Fy = Jdy13ys ... Jy, . Dann ist Fy erfiillbarkeitsdquivalent zu F; und F und enthélt keine freien
Variablen mehr.

3. Stelle eine zu Fy dquivalente (und damit zu F erfiillbarkeitsiiquivalente) Aussage F3 in Prinexform
her.

4. Eliminiere die vorkommenden Existenzquantoren durch Ubergang zur Skolemform von Fj. Diese sei
F; und ist dann erfiillbarkeitsiquivalent zu F3 und damit auch zu F.

5. Forme die Matrix von Fy um in KNF (und schreibe die Formel F5 dann als Klauselmenge auf).

S [Schoning S. 66]
I [Skript S. 141]

e Eine Sequenz wird notiert als eine Folge zweier endlicher Mengen pradikatenlogischer Formeln getrennt
durch das Symbol =-:
I — A.

I" wird Antezedent und A Sukzedent genannt. Sowohl links wie rechts vom Sequenzenpfeil = kann auch
die leere Folge stehen.
R [Definition 5.41, Skript S. 145]

e Sei D eine priadikatenlogische Struktur und g eine Variablenbelegung:

valp g(T' = A) = valD,ﬁ(/\F — \/A)

Es gelten die iiblichen Vereinbarungen fiir leere Disjunktionen und Konjunktionen.
R [Definition 5.42, Skript S. 145]

e Die Regeln des Sequenzenkalkiils sind in den Abbildungen 5.1, 5.2 und 5.3 (Skript S. 146/147) zusam-
mengestellt.
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2.4 Weitere Anmerkungen zur Priadikatenlogik erster Ordnung

e Kompaktheit der PL1: Fiir beliebige M C Fory, A € Fory, gilt:
MEA <& E [ A fir eine endliche Teilmenge E von M.
S [Satz 5.49, Skript S. 150]

e Endlichkeitssatz: Eine Menge M C Fory hat genau dann ein Modell, wenn jede endliche Teilmenge von
M ein Modell hat. (Spezialfall von Satz 5.49)
P [Satz 5.50, Skript S. 150]

e Fssei X eine Signatur der PL1. Dann gibt es keine Formelmenge M C Fory, so dass fiir jede Interpretation
(D, I) iiber ¥ gilt:
(D,I) ist Modell von M < D ist endlich.

S [Satz 5.51, Skript S. 150]
e FKine ordnungssortierte Signatur ¥ ist ein Tupel
¥ = (8%, <, Fy, Py, ax),
wo Sy, s, Ps; paarweise disjunkte Mengen von Symbolen sind und ferner gilt:

1. Sy besteht aus endlich vielen Sortensymbolen;

2. < ist eine partielle Ordnung auf der Menge Sy;

3. Fy, Py, sind wie frither die Mengen der Funktions- bzw. Pradikatsymbole;
4

. ay ist jetzt nicht mehr einfach die Stelligkeitsfunktion, sondern gibt zu jedem Funktions- bzw.
Préadikatsymbol seine Sortierung an:

ayxy : Fxy U Py — S5, wobei ax(f) € Sg, wenn f € Fy,.

as(f) = Zi...Z,7" bedeutet: f ist ein Funktionssymbol fiir Funktionen, welche n-
Tupeln von Elementen der Sorten 71, ..., Z, (respective) ein Element der Sorte
Z' zuordnen. Man
ax(p) = Zy,...,Z, bedeutet: p ist gedacht zur Notation von Mengen von n-Tupeln von
Elementen respective der Sorten Zi,...,Z,. I Fall n = 0 ist (wie friiher) p

aussagenlogisches Atom.
nimmt ferner an, dass auch die Mengen der Variablen sortiert ist: Zu jedem Z € Sy, gibt es unendlich
viele Variablen der Sorte Z, und fiir verschiedene Sorten sind diese Variablenmengen disjunkt.

SN [Definition 5.53, Skript S. 152]
e Eine Interpretation iiber der sortierten Signatur ¥ = (Sg, Fx, Py, ax) ist ein Paar (D, I), wo gilt
D ={Dyz|Z € Sy} ist eine Familie nichtleerer (den Sorten Z € Sy, entsprechender) Mengen,

I ordnet jedem Funktions- und Pradikatsymbol eine sortengerechte Bedeutung zu:

I(f) : .DZ1 X o XDZn —>DZ/ wenn Ol(f) :lenZ/
I(p) C Dy x...x Dy wenn «(p) =Z1...2Zy.

LI [Definition 5.54, Skript S. 153]
e Die Sortierung wird auf Terme iibertragen:

— Ist x eine Variable der Sorte Z, dann ist x Term von der Sorte Z

— Sind ty,...,t, Terme der Sorten respective Z, ..., Z, und f ein Funktionssymbol mit ay = Z; ... Z,Z’,
dann ist f(¢1,...,t,) ein Term der Sorte Z'.

Entsprechend geschieht die sortengerechte Definition der Formeln.
. [Definition 5.55, Skript S. 153]
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2.5 Anwendung

e Eine Algebra mit einer einstelligen Funktion — und einer zweistelligen Funktion V heisst eine Robbins
Algebra, wenn sie die folgenden Axiome erfiillt:

Rl zvy=yVze
R2 (zVy)Vz=zV(yV2)
R3 —[~(zVy)V-(zV-yl=zx

. [Definition 5.56, Skript S. 155]
e In jeder Robbins Algebra gilt
Vadz(—z = x)
% [Lemma 5.57, Skript S. 156]

Ist in einer Robbins Algebra die Formel
Ve, y x=-y—x=1y

wahr, dann ist sie eine Boolesche Algebra.
SN [Lemma 5.58, Skript S. 156]

e Jede endliche Robbins Algebra ist eine Boolesche Algebra.
SN [Satz 5.59, Skript S. 156]

Falls es in einer Robbins Algebra R ein Element a gibt, so dass
Vo (aVa =)

gilt, dann ist R eine Boolesche Algebra.
I [Lemma 5.60, Skript S. 157]

e Wenn eine der beiden folgenden Bedingungen in einer Robbins ALgebra erfiillt sind, dann ist sie schon
eine Boolesche Algebra.

1. 3z (=(z V) = —x)
2. Jz,y (~(zVy) =)
9> [Lemma 5.61, Skript S. 158]

3 Die Behandlung der Gleichheit

3.1 Abstrakte Datentypen

e 1. Zu einer Menge F von Gleichungen {iber einer Signatur 3 definieren wir fiir Terme ¢, s:
S —>1E t

genau dann, wenn es eine Gleichung [ = r € E gibt und eine Substitution o, so dass gilt

— o(1) ist Unterterm von s
— t entsteht aus s, indem dort der Unterterm o(l) an genau einer Stelle ersetzt wird durch o(r).

Man beachte, dass nur die linke Seite durch die rechte ersetzt wird.
2. —p ist die reflexive, transitive Hiille von ry E
3. —p ist die reflexive, transitive, symmetrische Hiille von 4 E

Wenn das zugehorige Gleichungssystem klar ist, schreiben wir einfach i>, —,
SN [Definition 6.1, Skript S. 161]
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fiir [ = r in E gilt trivialerweise | —g r.

s —=plt=>s<gt

s Spt= a(s) g o(t) fiir jede Substitution o.

s—pt=0(s) —go(t) fir jede Substitution o.

seopt=EEs=t

% [Lemma 6.2, Skript S. 161]

BNl

e Freie Algebra: Sei F eine Menge von Gleichungen iiber der Signatur 3. Die freie Algebra zu 3, E ist die
Interpretation -
FE = (TE,E7 FreiE)
mit B
Ty g={tlg|t € Termy} und Freig(f)(tile,.--,[tn)e) =[f(t1,..- tn)]E.
Die freie Algebra wird gelegentlich auch freie Interpretation oder freies Modell von E genannt.
G [Definition 6.3, Skript S. 161]

e Initiale Algebra: Sei E eine Menge von Gleichungen iiber der Signatur X, die mindestens ein Konstan-
tensymbol enthalt.
Die initiale Algebra zu X, E ist die Interpretation

IE,E = (T%,Imt;;)
mit L
Universum Ty, 5 = {[t]% [t € Termg,}

und
Interpretation Initg(f)([t1]%, ..., [ta)%) = [f(t1, ..., t0)]%.

Die initiale Algebra wird gelegentlich auch initiale Interpretation oder initiales Modell von E genannt.
Die Voraussetzung, dass ¥ mindestens eine Konstante enthalte, ist notwendig um sicherzustellen, dass das
Universum von Is; g nicht leer ist.

G [Definition 6.4, Skript S. 162]

e Es sei t ein Term mit Var(t) C {z1,...,2,}. Der Einfachheit halber schreiben wir T fiir T g, T° fiir
TQ p, und I fiiv Freip und Initg.

1. Fiir jede Belegung § mit B(x;) = [si]g, i = 1,...,n gilt:
valr g(t) = [{z1/s1,. .., @n/sn}()]E

2. Entsprechend fiir T7°
3. Ist t ein Grundterm, dann gilt

1(t) = [t]
- [Lemma 6.5, Skript S. 162]
o Ty g und Ty ; sind Modelle von E.
R [Lemma 6.6, Skript S. 162]

e Sei E eine Menge von Gleichungen in der Signatur 3.

1. Fiir eine Gleichung s = ¢t sind dquivalente Aussagen:
(a) s—pt
(b) EEs=t
(¢) s =t gilt im freien Modell von E.

2. Enthélt ¥ mindestens eine Konstante und ist s = t eine Gleichung zwischen Grundtermen, so sind
diese Aussagen zusétzlich dquivalent zu:
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(d) s =t gilt im initialen Modell von E.
S [Satz 6.7, Skript S. 163]
e Sei E eine Menge von Gleichungen in der Signatur 3.

1. Es sei D ein beliebiges Modell von E und 3 eine Belegung der Variablen mit Elementen von D. Dann
gibt es genau einen Homomorphismus ¢ vom freien Modell von E nach D, so dass fiir alle Variablen
x gilt

2. Y enthalte mindestens eine Konstante. Zu jedem Modell D von E gibt es dann genau einen Homo-
morphismus vom initialen Modell von F nach D.

3. Durch Eigenschaft 2 ist das initiale Modell von E bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
S [Satz 6.8, Skript S. 164]

e Uber der Signatur ¥ sei E eine Menge von Gleichungen. Dann gilt fiir eine beliebige Interpretation (D, I)
iiber X: 0
(D, 1) =2 (T, Initg) &
1. (D,I) ist Modell von E
2. (D, I) ist termerzeugt
3. Es gibt eine Menge Kan C Term%, so dass gilt:

— Zu jedem t € Term% existiert t, € Kan mit t < g t.
— Fiir alle s, t. € Kan: I(sy) = I(ty) < sx = ts

9> [Lemma 6.12, Skript S. 166]

3.2 Birkhoffs Kalkiil

e Birkhoffs Kalkiil B: Axiome
t=t fur alle Terme ¢

Regeln:
s = .
P Symmetrie
r=s,8=1t e
. Transitivitat
r=t
S1=0 5 =t Kongruenz
f(sla Sn) f(tlv ) TL)
=t N
5 Substitution
o(s) =o(t)
fir alle n € N, Terme r, s,t,s1, ..., Sn,t1,- .., tn, n-stelligen Funktionssymbole f und Substitutionen o. In

iiblicher Weise ist dann fiir eine Menge E von Gleichungen und eine Gleichung s = ¢ definiert
E I_B s = t,
s =t ist mittels B ableitbar aus E.
% [Definition 6.14, Skript S. 168]

Etps=s=t = FEtgs=t < EEs=t

B ist also korrekt.
SN [Korollar 6.15, Skript S. 168]
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Ersetzungslemma: Es seien s, ¢, u, v Terme mit

EFBSit

s ist Unterterm von u, v entsteht aus u, indem man an irgendwelchen Stellen s durch ¢ ersetzt. Dann gilt

B

EFrpu=w
[Lemma 6.16, Skript S. 169]

Erps=t & s<gpt
[Satz 6.17, Skript S. 169]

3.3 Reduktionssysteme

e Ein Reduktionssystem (D, ) besteht aus einer nichtleeren Menge D und einer beliebigen, biniiren
Relation > auf D.

(S

[Definition 6.18, Skript S. 170]

Ist (D, ) ein Reduktionssystem, dann benutzen wir die folgenden Bezeichnungen:

— die reflexive, transitive Hiille von >

% die transitive Hiille von =
— die reflexive, transitive, symmetrische Hiille von >

(S

1.

[Definition 6.19, Skript S. 170]

Ein Reduktionssystem (D, ) heisst konfluent, wenn fiir jedes Tripel s, s1, 52 € D mit s — s1,5 — $o
ein t € D existiert mit s; — ¢ und sy — t.

(D, >) heisst lokal konfluent, wenn fiir alle s,s1,82 € D mit s > s1, § = sp ein t € D mit 81 — ¢
und sy — t existiert.

(D, ) heisst noethersch (oder wohldefiniert oder terminierend), wenn es keine unendlichen
Folgen sg > s1 > ... > s; > ... gibt.

4. Ein konfluentes und noethersches Reduktionssystem heisst kanonisch.

Q-

Ein Element s € D heisst irreduzibel (oder eine Normalform) in (D, >), wenn kein ¢ € D existiert
mit s > .

Sei s € D. Ein Element sop € D heisst eine Normalform fiir s in (D, >), wenn sg irreduzibel ist
und s — sq gilt.

[Definition 6.20, Skript S. 170]

e Sei (D, >) ein kanonisches Reduktionssystem. Dann gilt:

1.

Zu jedem s € D gibt es eine eindeutige Normalform. Diese bezeichnen wir mit irr(s).

2. Fiir s,t € D gilt

st gdw drr(s) =irr(t)

3. (D, ) sei berechenbar im folgenden Sinne: Es gibt einen Algorithmus, der zu jedem t € D ein t/

q_)

mit ¢ = ¢’ liefert, wenn ein solches existiert, und andernfalls ausgibt "¢ ist irreduzibel”. Dann ist die
Relation < entscheidbar.

[Satz 6.21, Skript S. 171]

e Fiir ein noethersches Reduktionssystem (D, ) gilt das folgende Beweisprinzip der Noetherschen In-
duktion:
Es sei X C D, so dass fiir alle a € D gilt

{bla>b}CX = aclX.

Dann ist X = D.
q_>

[Lemma 6.22, Skript S. 171]
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e Wenn (D, ) ein noethersches und lokal konfluentes Reduktionssystem ist, dann ist (D, =) konfluent, d.h.

3.4

kanonisch.
SN [Lemma 6.23, Skript S. 172]

Termersetzungssysteme

Ist E eine endliche Menge von Gleichungen iiber der Signatur ¥, dann nennen wir das Reduktionssytem

(Termy, 3 g) ein Termersetzungssystem. Da dieses durch ¥ und F eindeutig bestimmt ist, sprechen
wir kiirzer vom Termersetzungssystem (%, E).
% [Definition 6.28, Skript S. 175]

(X, E) sei ein kanonisches Termersetzungssystem.

1. Zu jedem Term t gibt es genau einen irreduziblen Term irr(t) mit t —g irr(t).

2. Fiir beliebige Terme s, t gilt:
EEs=t < irr(s)=irr(t).

3. Die Giiltigkeit einer Gleichung in der Theorie von E ist entscheidbar.

% [Satz 6.30, Skript S. 175]

Stirkere Logiken

Priadikatenlogik zweiter Ordnung

Sonderzeichen (wie in der PL1):
( ) ) ) i ) - ) /\ ) \/ ) - ) A ) V ) 3
Variablen:

Var = ITvar U Mvar U Rvar (paarweise disjunkt)

Tvar: unendlich viele Individuenvariablen vg, v1, ...
Notation: z,y, 2, . ..

Mwvar: unendlich viele Mengenvariablen oder einstellige Pradikatvariablen Mgy, M, ...
Notation: X,Y, Z,...

Rwvar:  unendlich viele Relationenvariablen oder zweistellige Pradikatenvariablen Ry, Ry, ...
Notation U, V, ...

Signatur (wie in der PL1):
Y= (Fy, Ps,ax)

Terme (wie in der PL1):
Terms,

atomare Formeln:

s=t fur Terme s,t
p(t1,...,tp) fir pé€ Py, ax(p) =n, t1,...,t, € Terms
X(t) fir Mengenvariable X und Terme ¢
U(s,t) fir Relationenvariable U und Terme s,

Formeln:
Ford (kurz Fors, oder For) enthilt genau

— alle atomaren Formeln

— true, false
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— mit A, B € Ford, x € Ivar, X € Mvar, U € Rvar auch

~A , (AAB) , ... , VYzA , JwA , VXA , 3IXA , WYUA , JUA

NN

Die Begriffe ” freie Variable”, ” gebundene Variable” , ” Substitution”, ” kollisionsfreie Substitution”, ” Prafix”,
” Allabschluss”, ” Existenzabschluss” u.d. werden entsprechend der PL1 gebildet.
SN [Definition 7.2, Skript S. 177]

e Zu einer Interpretation (D, ) (wie in der PL1) sind jetzt neben Belegungen
B : Ivar — D

auch Belegungen
v : Mvar — P(D) und ¢ : Rvar — P(D x D)

zu betrachten (wobei P die Potenzmenge ist). Zu D, I, 3,7, ist valp, 1 3.~,5 entsprechend dem Vorgehen
in der PL1 definiert.
Auf Termen (wie in der PL1; hiingt nicht von v und ¢ ab):

valp 1.p.~.6(t) = valp 1,5(t)

Auf Formeln:

UalDJﬁ’%‘s(p(?l’ L) wie in der PL1
valp,1,6,4,6(s = t)

UalD7I757%5(X(t)) =W & UalDJ,g’%(;(t) S ’V(X)
valp 1,8,,6U(s,t)) =W &  (valp,1p.~,6(8),valp.rs~s(t)) €o(U)

’UalD,]”@,%(; (VXA) =W

~A,(AAB),(AV B),(A — B),(A < B),YzA, BB } wie in der PL1

valp 1,5.45(VXA) =W <& fiir jede Modifikation v von v
gilt valp 1 gm0 5(A) =W

valp 1.5.~5(VUA) =W & fiir jede Modifikation 6% von §
gilt valp 7 5. 5n(A) =W

Existenzquantoren: Entsprechend mit ”Es gibt. ..”. (Modifikationen sind entsprechend der Begriffsbildung
bei Belegungen von Individuenvariablen definiert.)

(D, I) heisst Modell von A :&  wvalp rp.~,5(A) =W fir alle §,v,4. (D,I) ist Modell
einer Formelmenge M

(D, I) ist Modell jeder Formel in M.

Jedes Modell von M ist Modell von A.

EA(dh 0EA)

—A ist nicht allgemeingiiltig.

(D.h.: Es gibt D, I, 3,7, mit valp 1 5.~,5(A) = W)

=
MEA &

A allgemeingiiltig :&
A erfiillbar &

% [Definition 7.3, Skript S. 178]

e Auf der zweiten Stufe kann es Formeln geben, in denen kein Signatursymbol und auch nicht = auftritt,
z.B. X (y). Ist eine solche Formel geschlossen, dann héngt ihr Wahrheitswert bei einer Inteetation (D, T)
(nicht nur nicht von Belegungen, sondern auch) héchstens von D, nicht von I ab. Z.B. ist 3X3JyX (y)
allgemeingiiltig, VX 3y X (y) unerfiillbar, 3X (FyX (y) A Jy—X (y)) gilt genau bei den (D, I) mit #D > 2.
% [Bemerkung 7.4, Skript S. 179]

e In der PL2 ist die Gleichheit durch eine Formel charakterisierbar.
R [Satz 7.5, Skript S. 179]

e Durch das Peano’sche Axiomensystem P1,..., P5 in der PL2 sind die natiirlichen Zahlen mit Addition
und Multiplikation bis auf Isomorphie eindeutig charakterisiert.
SN [Satz 7.6, Skript S. 179]
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e In der PL2 ist die Endlichkeit einer Interpretation durch eine Formel charakterisierbar.
S [Satz 7.8, Skript S. 179

e Die PL2 ist nicht kompakt, d.h.:
— Aus M | A braucht i.a. nicht zu folgen:

E | A fiir eine endliche Teilmenge E von M

— Es kann sein, dass jede endliche Teilmenge einer Formelmenge M ein Modell hat, diese selbst aber
nicht.

9> [Satz 7.9, Skript S. 179]

e Fiir die PL2 kann es keinen korrekten und vollsténdigen Kalkiil geben.

R [Satz 7.10, Skript S. 180]

4.2 Dynamische Logik

e Sonderzeichen (wie in der PL1), zusétzlich:

[, ], <, >, skip , abort , = |, ; | if , then , else , while , do

Variable, Var

Signatur, 3. wie in der PL1
Terme, Terms

atomare Formeln

Boole’sche Ausdriicke, Bexps, sind die quantorenfreien PL1-Formeln iiber . Sie werden aus den atomaren
Formeln und true, false durch die aussagenlogischen Operatoren gebildet.
Programme, Progs:

— skip und abort sind Programme.
— Mit 2 € Var und t € Termy ist (z :=t) ein Programm (Zuweisung).

— Sind 7, p Programme und ist € ein Boole’scher Ausdruck, dann sind auch Programme:

(m; rho) (Hintereinanderausfithrung)
if € then welse p (Verzweigung)
while € do (Schleife)

(Man beachte, dass wegen der Klammerung der Hintereinanderausfiihrung eine schliessende Klammer fiir
Verzweigung bzw. Schleife unnétig ist.)
Formeln, Fory:

— Alle Boole’schen Ausdriicke sind Formeln.

— Mit A, B € Forg, x € Var, m € Progs, sind auch Formeln:
-A , (AAB) , ... , [7A , (mA

= [Definition 7.13, Skript S. 180]
e Zu einer Interpretation (D,I) iiber ¥ und einem Zustand (3, d.h. einer Belegung der Variablen, sind
valp 1,(t) fir Terme ¢ und valp 1 g(€) fiir Boole’sche Ausdriicke € definiert wie in der PL1.
Es sei Sta := (Var — D) die Menge der Zustinde. Die Semantik der Programme wird festgelegt
durch die Definition einer Relation p(7) C Sta x Sta fiir jedes m € Progs. (p(...) hingt von (D, I) ab,
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aus Grinden der einfacheren Notation schreiben wir aber einfach p(7) statt p(7)p,1.)
p(abort) ist die leere Relation

Bp(skip)y & B=1v
Bp(a =ty e y =g
Bp(mi;me)y & Esgibt § € Sta mit Bp(m1)d und dp(ma)y
Bp(if € then my else ma)y & (valp,jp(e) = W und Bp(m1)y) oder

(valp,r,a(e) = F und Bp(ma)7y)

Es gibt n € N und Zusténde Jy, ..., 3, mit:

— Bo=0,Bn="

—Vimit 0 <i<n :valpg(e) =W und B;p(m)Bi+1
—wvalp,rp,(e) =F

Bp(while € do )~y

§

Zu gegebenem 7w und 3 gibt es stets hochstens ein v mit Gp(w)y: Die Relation p(m) ist rechtseindeutig
und hétte auch als partielle Funktion formuliert werden kénnen. Das wiirde sich &ndern, wenn man auch
indeterministische Programme zulésst.

Bp(m)7y besagt, dass , beginnend im Zustand 3, terminiert und zum Zustand ~ fiihrt. 7, beginnend in 3,
terminiert genau dann, wenn es ein solches v gibt. Etwa terminiert abort in keinem Zustand, ebenso while
true do p (fiir beliebiges p). Das Programm while € do skip terminiert genau bei Beginn in Zustéinden (3
mit valp 5 g(€) = F (und dann nach 0 Schritten).

Formeln:

Fiir Boole’sche Ausdriicke € ist nach Annahme valp 1 g fiir Formeln

-A , (AAB) , (AvB) , (A—-B) , (A~B) , VzA , FzA

definiert entsprechend dem Vorgehen in der PL1.

valp 1 ([7|A) =W & Fiir jedes v mit Sp(m)y gilt valp 1,(A4) =W
valp 1g({(m)A) =W &  Es gibt ein v mit Bp(7)y und valp 1 (A) =W

Man bemerke, dass (in unserem Fall von deterministischen Programmen) gilt: valp j g([7]4) = W ga-
nau dann, wenn: Falls ein v existiert mit Gp(w)y, dann ist fiir dieses (dann eindeutig bestimmte) v
UG,ZDJ;Y(A) =W.

(D, I) heisst Modell von A, wenn valp 1 g(A) = W fiir alle Zustéinde 5. Entsprechend sind wie in der
PL1 erkldrt: Modell einer Formelmenge M, allgemeingiiltig, erfiillbar, sowie die Folgerkeitsbeziehung .
I [Definition 7.14, Skript S. 181]

Die natiirlichen Zahlen mit Addition und Multiplikation lassen sich in der DL bis auf Isomorphie eindeutig
charakterisieren.

R [Satz 7.16, Skript S. 183]

Die DL ist nicht kompakt.
R [Satz 7.17, Skript S. 183]

Fiir die DL gibt es keinen korrekten und vollstédndigen Kalkiil.
SN [Korollar 7.18, Skript S. 184]

Zu € € Bexps,, ™ € Progy, A € Fory, definieren wir fiir alle n € N Formeln Loop,, (e, 7, A) wie folgt:

Loopo(e,m, A) = —-e— A
[7] Loopy, (€, m, A)

LOOpn+1 (6, T, A)

SN [Definition 7.20, Skript S. 184]
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e Zu ¢, m, A sowie einer Interpretation (D,I) und einem Zustand ( sei (o, f1, ... die eindeutig bestimmte
Folge von Zustdnden mit 8y = 3, B;p(7)Bi+1. Dann gitl fiir jedes n:

valp 1,g(Loopy(e,m,A)) =W <& Wenn valp ;g (€) = W fiir alle i < n und
valp. 1, (€) = F, dann valp g, (A) = W.

(SN [Korollar 7.21, Skript S. 184]
e Fiir beliebige D, I, (3 gilt
valp 1 g([while e do 1]A) =W &  Firallen € N : valp  g(Loop, (e, 7, A)) = W
9> [Lemma 7.22, Skript S. 185]

Omega Automaten

e Sei V ein (weiterhin endliches) Alphabet. Mit V' bezeichnen wir die Menge der unendlich langen
Woértern mit Buchstaben aus V. Fiir n € N bezeichnet w(n) den n-ten Buchstaben in w und w | (n)
das endliche Anfangstiick w(0)...w(n) von w.

Wir nennen ein Wort w € V* manchmal auch ein w-Wort iiber V.
% [Definition 9.15, Skript S. 211]

e Operationen

1. Ist K C V* eine Menge (endlicher) Woérter, so bezeichnet K die Menge der unendlichen Worter der
Form
wy...w;... mit w; € K fiir alle 4

2. Die Verkettung zweier unendlich langer Worter macht keinen Sinn, es ist jedoch moglich einem
unendlich langen Wort ein endliches vorzuschalten. Ist K C V* und J C V¥, dann setzen wir:

KJ = {wjws|w € K, wy € J}
3. Ist K C V* eine Menge endlicher Wérter, dann ist
K ={weV¥|w]| (n) €K fiir unendlich viele n}
Manche Autoren benutzen lim(K') anstelle von K.
S [Definition 9.16, Skript S. 211]

o Sei A= (S5,V,sp,0, F) ein nicht deterministischer endlicher Automat. Fiir ein w-Wort w € V* nennen wir
eine Folge s1,..., Sy, ... eine Berechnungsfolge (englisch: run) fiir w, wenn fiir alle 0 < m gilt

Sn+1 € 0(8n,w(n))

Die von A akzeptierte w-Sprache wird definiert durch

L¥(A) = {w eV

es gibt eine Berechnungsfolge fiir w
mit unendlich vielen Finalzusténden

Wir nennen eine Menge L von w-Wortern w-regulér, wenn es einen endlichen Automaten A gibt mit
L“(A) = L.

Gelegentlich braucht man auch den Begriff einer Berechnungsfolge unabhéngig davon, welches Wort damit
assoziiert ist.

Eine Berechnungsfolge fiir den Automaten A = (S, V, s¢, d, F') ist eine Folge s1,..., sy, ... von Zustinden,
so dass fiir alle 0 < n ein a € V existiert mit s,1 € §(sn,a). Eine Berechnungsfolge heisst akzeptierend,
wenn unendlich viele der s; Endzustéinde sind.

Man beachte, dass eine Berechnungsfolge mit s; beginnt.

Ein Biichi Automat A unterscheidet sich also in nichts von einem endlichen Automaten, nur die Defi-
nition, wann A ein w-Wort akzeptiert ist neu.

SN [Definition 9.17, Skript S. 211]
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e Die Frage, ob fiir einen Biichi Automaten B die Menge der akzeptierten Worter nicht leer ist, d.h. L“(B) #
(), ist entscheidbar.
SN [Satz 9.18, Skript S. 212]

e Sei A ein endlicher Automat und K = L(A). Dann gilt
1. L“(A) CK
2. Falls A deterministisch ist, gilt sogar L*(A) = K
9 [Lemma 9.19, Skript S. 213]

e Eine Sprache L. C V¥ wird von einem deterministischen Biichi Automaten akzeptiert, gdw. es eine regulire
Sprache K C K* gibt mit L = K
R [Korollar 9.20, Skript S. 213]

e Es gibt Sprachen L C V¢ die von einem nicht deterministischen Biichi Automaten akzeptiert werden,
aber von keinem deterministischen.

9 [Korollar 9.21, Skript S. 213]
e Sind L, Lo w-regulére Sprachen und ist K eine regulire Sprache, dann ist auch
L1 U Ly w-regulér,
K% w-regulir, falls e € K,
KL w-regulér,
V¥\L; w-regulir,
L1 N Ly w-regulér.

A

4 [Satz 9.22, Skript S. 214]

e FEine Teilmenge L C V¥ ist eine w-reguldre Menge von w-Wortern, genau dann, wenn L eine endliche
Vereinigung von Mengen der
JKY

fiir reguléire Mengen J, K C V* ist, wobei € ¢ K.
SN [Satz 9.23, Skript S. 215]

e Sei A=(Q,V,s0,0, F) ein Biichi Automat. Dann definieren wir fiir p,q € @ und u,w € V*

1. g ={weV*|qgeilp,w)}
es gibt eine Folge von Zustédnden qq . . . ¢ mit
q0 = D
2. LF =qw=ap..ar €V*| @ = ¢
giv1 € 6O(gi,a;) firalle0<i<k
qi e F firein 0<i<k

3. u =4 gdw fiir alle p,q € Q gilt
u€ELy,oweLy, ud uwell swell,
R [Definition 9.24, Skript S. 216]

e Die Aquivalenzrelation =4 hat folgende Eigenschaften:

1. fir alle p,q € @ sind Lf,q und L, , regulére Mengen,
2. fiir u € V¥ gilt fiir die Aquivalenzklasse M,

= () Luan () ~Lpan () LZE,n () ~LE,

(p,q)EP (p,9)¢P (p.9)ER (p,9) R

wobei P = {(p,q) € Q*|w € Ly o} und R ={(p,q) € Q*|w € L]}
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3. =4 besitzt endlich viele Aquivalenzklassen
4. jede Aquivalenzklasse von =, ist eine regulire Menge
5. sind U, V' Aquivalenzklassen von =4, dann folgt aus UV N L¥(A) # () schon UV¥ C L¥(A)

(SN [Lemma 9.25, Skript S. 216]

Satz von Ramsey: Sei Pi,..., P eine endliche Partition aller zweielementigen Teilmengen der Menge
N der natiirlichen Zahlen. Dann gibt es eine unendliche Teilmenge 7' C N und ein ¢ mit 1 < i < k, so dass
alle zweielementigen Teilmengen von Elementen aus T in P; liegen. In Formeln:

Aus P, W ...w P, = NP folgt die Existenz einer unendlichen Menge T' C N, so dass T2 C P; fiir ein 1.
R [Satz 9.26, Skript S. 217]

Zu jedem w-Wort w € V* gibt es eine =4-Aquivalenzrelation U und V mit w € UV¥.
SN [Lemma 9.27, Skript S. 217]

Ist L C V¥ eine w-regulire Menge, dann auch V¥\ L.
R [Satz 9.28, Skript S. 218]

Zu jedem Biichi Automaten C' = (5,V, Sy, d, F) mit einer Menge von Anfangszustinden gibt es einen
Biichi Automaten A mit einem einzigen Anfangszustand und

L¥(C) = L¥(A)
SN [Lemma 9.29, Skript S. 218]
Ein erweiterter Biichi Automat
A=(5,V,s0,06,F1,..., Fy)

unterscheidet sich von einem (normalen) Biichi Automaten nur dadurch, dass er statt einer einzigen Menge
F von Finalzustéinden endlich vieler solcher Mengen F, ..., F,, enthilt.

Eine Berechnungsfolge w wird akzeptiert, wenn es eine Berechnungsfolge s fiir w gibt, die fiir jedes j,
1 < j < n unendlich viele Zustédnde aus F; enthélt. Die von A akzeptierte w-Sprache kann dann definiert
werden als:

L¥(A) = {w eV

es gibt eine Berechnungsfolge s fiir w,
so dass fiir jedes j, 1 < j <n, die Menge {i|s; € F;} unendlich ist.

3 [Definition 9.30, Skript S. 218]
Zu jedem erweiterten Biichi Automaten A, gibt es einen einfachen Biichi Automaten A mit

L(4,) = L“(4)
= [Lemma 9.31, Skript S. 219]

Ein Miiller Automat M = (S,V, sg,d,F) ist ein endlicher Automat M = (S,V, sp,0) ohne Ausgabe
von Endzusténden, aber stattdessen mit einer Menge F' von Endzustandsmengen, d.h. fiir alle F' € F gilt
FCS.

Ist 0 = s1,..., 8n, - .. eine Zustandsfolge, so bezeichnet In(c) die Menge der Zustéinde, die unendlich oft
in ¢ vorkommen, also

In(o) = {s € S|es gibt unendlich viele n mit s, = s}
Die von einem Miiller Automat M = (S,V, so,d, F) akzeptierte w-Sprache wird efiniert durch
LY(M) ={w e V¥ |In(o) € F fiir eine Berechnungsfolge o fiir w}
I [Definition 9.32, Skript S. 219]

Die Klasse der von nicht deterministischen Biichi Automaten akzeptierten w-Sprachen stimmt iiberein mit
der von nicht deterministischen Miiller Automaten akzeptierten w-Sprachen.
G [Lemma 9.33, Skript S. 219]
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6 Temporale Logiken

6.1 Lineare Temporale Logik

e Sei ¥ eine Menge aussagenlogischer Atome. Die Menge LT LFor (bzw. genauer LT L Fory, falls erforderlich)
der LTL-Formeln ist definiert durch
1. ¥ C LTLFor
2. 1,0 € LTLFor
3. Liegen A, B in LT LFor, dann auch alle aussagenlogischen Kombinationen von A und B.
4. Fir A, B € LT LFor gilt auch

(a) OA € LTLFor und

(b) OB € LTLFor und

(¢) AU Be LTLFor und
(d) XA

Die Symbole [, ¢, X und U heissen temporale Modaloperatoren. Die Notation fiir die temporalen
Modaloperatoren ist leider nicht einheitlich. Fiir die Semantik von LTL benutzen wir omega-Strukturen.
S [Definition 10.1, Skript S. 225]

e Eine omega-Struktur R = (N, <,¢) fiir eine aussagenlogische Signatur P besteht aus der geordneten
Menge der natiirlichen Zahlen

(N, <)
interpretiert als Menge abstrakter Zeitpunkte und einer Funktion
£:N—-2P

mit der Interpretation
p€é(n) <« in R ist p zum Zeitpunkt n wahr

Fiir £ : N — 2P und n € N steht &, fiir das bei n beginnende Endstiick von &. In Zeichen
En(m) = &(n+m)

Insbesondere gilt &y = &.
R [Definition 10.2, Skript S. 225]

e Sei R = (N, <,£) eine omega-Struktur und A eine TLT Formel.

EEDp gdw p€&(0) (pein AL Atom)
¢ E op(A, B) fiir aussagenlogische Kombinationen op(A, B) von A und B wie iiblich
EEDOA gdw firalleneNgilt¢, = A
EEOA gdw es gibt einn € Nmit &, = A
EEAUB gdw esgibtnéeNmit &, E B und
fir allem mit 0 <m < n gilt §, = A
(EXA gdw & EA
I [Definition 10.3, Skript S. 226]

e Die folgenden Aquivalenzen gelten in allen Zeitstrukturen:

0A < 1UA
04 < —(1 U -4

(SN [Lemma 10.4, Skript S. 226]

e Zusitzliche Operatoren:
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EEAU B gdw firallen € Ngilt &, = (AA-B) oder
es gibt n € N mit &, = B und
firallemmit 0 <m<ngilt§, FA

EEAVDB gdw ¢ = B und fiir alle n € N gilt
falls &, = —B dann gibt es ein m mit
0<m<nund &, A

S [Definition 10.5, Skript S. 227]
e Fiir alle omega-Strukturen gilt:

. AUB~AU,BAOB

2. AU ,B~ AU BVOAA-B)
3. AVB & —~(=A U -B)

4. AU B« (BV(AAX(A U B)))
5. AVB « (BAA)V (BAX(AVB))

S [Lemma 10.6, Skript S. 227]
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